

Appendice C - La théorie de l'utilité classique comme cas particulier





Les développements qui suivent� sont un rappel et une reformulationde l'approche variationnelle de l'économie, approche originellement développée au cours du dix-neuvième siècle et que j'ai appelée dans le présent document "théorie de l'utilité classique", pour la distinguer de l'approche statistique développée plus haut.  L'intérêt de cet appendice est que la théorie de l'utilité classique est une limite asymptotique de l'approche statistique et qu'elle procure, pour cette raison, un formalisme que j'utilise, à la limite asymptotique, dans l'approche statistique.
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Plusieurs présentations de la théorie classique de l'utilité sont possibles.

Certaines postulent l'existence d'une fonction maximisée sous contraintes.

D'autres font des hypothèses plus générales (au moins en apparence) et plus intuitives.  Il a été montré au dix-huitième siècle que toute formulation déterministe du comportement d'un système peut être exprimée sous la forme d'un problème variationnel, sous réserve de quelques hypothèses complémentaires assez peu exigeantes.  Par exemple, en mécanique, il a été montré que la formulation qui utilise des forces (Newton) est équivalente à celle qui utilise des potentiels (Lagrange et Hamilton).  Dans cette perspective, l'existence d'une fonction maximisée à l'équilibre peut être déduite� de l'hypothèse de déterminisme et d'autres hypothèses, d'extensivité et régularité.



C'est sous cette forme que j'effectuerai la présentation qui suit.

Cette présentation fait quatre hypothèses:

* (A1) déterminisme;

* (A2) extensivité de variables observables;

* (A3) hypothèses de régularité�;

* (A4) extensivité de la fonction maximisée S dont l'existence est déduite de (A1), (A2), (A3).



Mathématiquement, l'outil fondamental qui permet de démontrer l'existence d'une fonction maximisée par le système est que toute forme différentielle admet un facteur intégrant non nul.



La théorie de l'utilité classique et la thermodynamique classique, parce qu'elles sont toutes deux des formulations variationnelles, sont très semblables formellement: je mentionnerai donc occasionnellement certaines similarités avec la physique, pour le lecteur familier avec la thermodynamique.



Formulation générale

Je m'intéresse ici au comportement "économique" d'individus ou de groupes d'individus.  Je suppose que la notion de "propriété" y est parfaitement définie, mais la méthode peut en théorie être généralisée, en particulier au cas des biens psychologiques (sécurité, droits, etc.).



J'étudie un système économique J.  Le but est de décrire le comportement du système lorsqu'il est placé dans un environnement donné.

Variables d'état

Hypothèse (A1): (déterminisme) le système est caractérisé par n+1 variables, c'est-à-dire qu'il est déterminé si l'on connaît les valeurs de ces n+1 variables.

Hypothèse (A2): ces n+1 variables sont extensives.



J'appelle ces n+1 variables:

numéraire, en quantité U, détenu par le système;

n biens Bi, en quantités Vi, i+1,...,n, détenus par le système.

J'appellerai U et les Vi "panier de biens" détenu par le système.



L'extensivité signifie que, si un système est constitué de plusieurs sous-systèmes indépendants, le numéraire et les quantités de biens détenues par le système sont la somme du numéraire et des quantités de biens détenus par tous les sous-systèmes.



U et les Vi, ainsi que les fonctions pi, T , H et les autres fonctions définies plus loin, sont appelées "variables d'état" du système.



Interaction avec l'environnement

Le système étant déterminé par n+1 variables, la connaissance de son environnement détermine ces variables.

Les n+1 variables extensives sont donc n+1 fonctions fj de n+1 variables gk qui caractérisent l'environnement (le nombre de variables pour le système et pour son environnement doit être le même car la solution doit exister et être unique).



Hypothèse (A3). Toutes les fonctions sont supposées être assez régulières pour permettre la différentiation et d'autres opérations telles que la solution de certaines équations implicites (ces hypothèses de régularité peuvent ne pas être satisfaites localement; il en résulte alors des singularités: cf. C.� REF _Ref294954057 \n �6�, page� PAGEREF _Ref294954100 �C-15�).



Réciproquement, les gk peuvent être exprimées comme fonctions des fj.  Elles sont constantes dans le temps si l'environnement est stationnaire.



Les "lois d'interaction" du système placé dans un environnement stationnaire ont ainsi la forme d'une "contrainte": gk(f1,,...,,fn+1)= constante.  Les fj et gk ne sont pas uniques pour un système donné.  Elles dépendent des contraintes imposées par l'environnement.



La forme mathématique d'une contrainte peut être interprétée de deux manières.  Par exemple, si n=2, il est équivalent de dire:

que le système interagit avec son environnement à travers sa capacité d'échanger le bien V contre du numéraire U au prix p;

ou que U et V peuvent varier seulement à l'intérieur de la contrainte U + p V = une constante appelée H.

Des exemples de contraintes évidentes sont des prix constants ou des quantités de numéraire U ou de biens Vi constantes.



Je considérerai deux types d'interaction entre le système et son environnement:

Interaction mercantile�, ou interaction d'échange: le système peut "échanger" le numéraire U et les biens Vi avec son environnement.  Par "échange", je veux dire que lorsque Vi augmente de �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Vi, et quand les autres variables Vj, j�SYMBOL 185 \f "Symbol"�i sont constantes, le numéraire du système augmente de -pi�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Vi.  Par définition, pi est appelé le paramètre conjugué de Vi.  Si Vi est une quantité de biens, pi est un prix.  Le comportement du système étant déterminé par la connaissance de U et des Vi , les n paramètres p1,...,pn peuvent être exprimées comme fonctions de U et des Vi.

La notion d'échange inclut celles d'achat et de vente, au même prix.  Quoique cette hypothèse puisse paraître excessive en pratique dans certains cas, je la fais pour que les fonctions que je manierai soient suffisamment régulières.

Interaction non mercantile, ou de "transfert": en sus de sa capacité à échanger des quantités de biens �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Vi contre du numéraire avec leur environnement, le système est capable de transférer à son environnement (ou de recevoir de son environnement) des quantités de numéraire �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q sans contrepartie en biens Vi.  Cela est le cas quand un système emprunte , ou quand une filiale transfère des fonds à sa maison-mère ou en reçoit.



Je définis le "patrimoine" du système comme:� EMBED Equation.2  ���

En termes comptables, c'est la valeur des actifs valorisée au prix du marché ("mark to market").  C'est un patrimoine "brut" (par opposition à la "situation nette": les dettes, s'il y en a, n'en sont pas soustraites).



Construction de l'utilité S

Le problème est de savoir comment, n+1 variables du système étant données (par exemple le patrimoine H et les prix pi), le système ajuste ses autres variables (U, les Vi, et les autres fonctions que je définirai).

L'approche est donc déterministe: il n'y a pas place ici pour l'incertitude, dès que les contraintes imposées par l'environnement (système de prix et patrimoine H) sont données.  Si au contraire les contraintes imposées par l'environnement varient, les variables U et Vi peuvent varier.



Définition de la fonction d'utilité

Le numéraire U peut être modifié de deux façons:

soit par échange de quantités dVi des biens Bi avec l'environnement; dans ce cas, la variation de numéraire est égale à: -pidVi;

ou sans échange de biens Vi avec l'environnement; dans ce cas, je note �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q la quantité de numéraire reçue.



J'ai donc: � EMBED Equation.2  ���, ou � EMBED Equation.2  ���.

Comme �EMBED Equation ���, j'obtiens: �EMBED Equation ���.



J'ai utilisé les notations dU et dVi car U et les Vi sont des variables d'état: quels que soient les n+1 paramètres d'état choisi pour décrire le système, par hypothèse toutes les autres variables d'état peuvent être exprimées comme fonctions des n+1 paramètres d'état.



Au contraire, j'ai utilisé la notation �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q au lieu de dQ, car la forme différentielle �EMBED Equation ��� n'a aucune raison a priori d'être une différentielle totale des n+1 variables U et V1,...,Vn.  (Mathématiquement, l'on sait qu'une forme différentielle n'est pas en général une différentielle totale.)



Quoique �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q ne soit pas nécessairement une différentielle totale, on sait que, comme toute forme différentielle, elle admet un facteur intégrant non nul.



J'appellerai ce facteur intégrant 1/T, et j'appellerai S la fonction intégrante correspondante.



J'ai: �EMBED Equation ���, où dS est la différentielle totale d'une fonction d'état S, fonction de U et des Vi.



J'ai donc:

 �EMBED Equation ���



Le couple de fonctions (S(U,V1,...,Vn),T(U,V1,...,Vn)) n'est pas unique: si (S,T) est une solution, toutes les autres solutions ont la forme:

(�SYMBOL 102 \f "Symbol"�(S),T/�SYMBOL 102 \f "Symbol"�'(S)) où �SYMBOL 102 \f "Symbol"� est une fonction monotone et continûment dérivable.



En particulier, quoique j'aie supposé que U et les Vi sont extensives, il n'y a pas de raison que S le soit.

Par exemple, si S est une solution et est extensive, un homéomorphisme de S tel que le sinus hyperbolique de S est une solution et n'est pas extensive.  En général, S n'est pas extensive.

Pour étudier l'interaction faible entre systèmes, en C.� REF _Ref294772961 \n �4�.� REF _Ref291313089 \n �2� page � PAGEREF _Ref291313089 �C-10�, je ferai l'hypothèse qu'il existe une fonction S extensive.



T ayant été introduit sous la forme 1/T ne peut être égal à zéro.  Cela signifie que S est supposée ne jamais être indifférente à U.

Comme T n'est jamais nul et varie continûment (hypothèse de régularité), il a un signe constant.  Par ailleurs, si (S,T) est une solution, alors (-S,-T) est aussi une solution.  Je peux donc supposer que T est toujours positive.



Par définition, la fonction S est appelée "fonction d'utilité".  Elle est définie seulement modulo la fonction continûment dérivable ( mentionnée plus haut.



L'utilité est extrémisée sous contraintes par le système

De �EMBED Equation ��� je déduis:�EMBED Equation ���,

où S, H, T et les pi sont des fonctions de U et des Vi.



Cela est précisément une équation de Lagrange, où les multiplicateurs sont 1/T pour H et Vi/T pour pi.



Je sais que cette équation est équivalente à la proposition: "Sous les contraintes de patrimoine H et de prix pi constants, le système ajuste ses paramètres U et Vi, i=1,...,n, de manière à extrémiser la fonction S(U,V1,...,Vn)". 



Supposons maintenant que le système est soumis à m contraintes de la forme Kj = constante, j=1,...,n, où les Kj sont des fonctions de n+1 variables du système (pas nécessairement les mêmes pour toutes les m contraintes).

Comme tout ensemble de n+1 variables peut être réexprimé en fonction des n+1 variables H et pi, i=1,...,n, les fonctions Kj peuvent aussi être réexprimées comme fonctions de ces variables.  Je note les fonctions qui en résultent Lj(H, p1,   ,pn).

Sous des hypothèses de régularité supposées satisfaites, les n+1 variables H, p1,...,pn  peuvent être réexprimées comme fonctions des n+1 Lj.

Ainsi, les formes différentielles dH et dpi, i=1,...,n peuvent être exprimées comme combinaison linéaire des différentielles dL1,...,dLm.

Comme S, H et les pi peuvent être exprimées comme fonctions de tout ensemble de n+1 des variables d'état, il s'ensuit (en réexprimant dH et les dpi comme formes différentielles de ces n+1 variables) que S est aussi extrémisée sous n+1 contraintes impliquant ces variables (sous des hypothèses de régularité qu'on suppose satisfaites).

Un cas particulier évident est celui où les Kj sont n+1 des variables d'état, par exemple U et les Vi.



Jusqu'à présent, j'ai montré l'existence d'une fonction qui est simplement extrémisée par le système à l'équilibre.  Je vais postuler, comme faisant partie de l'hypothèse (A3), que l'extrémisation est une maximisation quand T est choisie positive. 



Remarque.  Si (S,T) est une solution du problème d'intégration de �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q, (-S,-T) est aussi une solution, et si S est maximisée, -S est minimisée.

J'aurais donc pu choisir de postuler que T est négative et que S est minimisée, sans changer les résultats.

En supposant que S est maximisée quand T est choisie positive, j'ai supposé que S augmente lorsque U augmente, quand les Vi sont constants.



L'utilité S obtenue théoriquement peut être reliée, sinon à une quantité manifeste, du moins à une quantité intuitive qui augmente avec la richesse et que les individus cherchent à maximiser.�



Propriétés diverses

Utilité marginale et taux d'intérêt

Comme �EMBED Equation ���, ce paramètre est appelé utilité marginale du numéraire (à Vi donnés) ou utilité marginale du patrimoine (à pi donnés) ou utilité marginale de la richesse �.  C'est le coût d'opportunité du capital.

J'appellerai son inverse T le "degré d'indifférence"� ou indifférence: plus T est élevé plus le système est "indifférent" à la richesse.

Pour les raisons exposées dans le chapitre 3, en finance, 1/T peut être considéré comme très proche du taux d'intérêt.



Dépendance de S par rapport à U

S, tel que je l'ai construit, est une fonction de U et des Vi, pour un système placé dans un environnement donné.

Comme 1/T est toujours >0, le système n'est jamais indifférent à la richesse.  Ainsi, ayant à choisir entre deux situations (1) et (2) définies par U1 et U2, avec U2 > U1, et par n autres paramètres d'état X1,...,Xn identiques dans les deux situations, il préférera toujours la situation (2) à la situation (1).

Ce rôle spécifique de U est caractéristique des économies monétaires.



Paramètres conjugués

Dans le formalisme variationnel, à tout paramètre extensif Vi est associé un paramètre "conjugué" tel que:

 �EMBED Equation ���.

En économie, les paramètres extensifs les plus utilisés sont les quantités de biens détenues, dont les paramètres conjugués sont les prix.



Un paramètre extensif particulier est le nombre d'individus N dans un groupe.  Je note l'opposé de son paramètre conjugué ( et l'appelle "potentiel social"�.  J'ai:

�EMBED Equation ���.



-�SYMBOL 109 \f "Symbol"� est le prix qu'un individu doit payer pour devenir membre du groupe.  Par exemple, sur un marché d'actions, c'est l'équivalent du prix d'un siège sur le marché.



U et Vi étant extensifs sont proportionnels à la taille du système.  

Il en résulte que pi = -�SYMBOL 100 \f "Symbol"�U/�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Vi (quand �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q=0 et quand les autres Vj, j�SYMBOL 185 \f "Symbol"�i sont constants) reste constant lorsque la taille du système varie.  Cette propriété est la définition de l'"intensivité" d'un paramètre: le paramètre conjugué d'un paramètre extensif est intensif.





Interaction entre deux systèmes

Soit deux systèmes J1 et J2.

Le système J1 est caractérisé par des variables avec l'indice supérieur 1, le système J2 est caractérisé par des variables avec l'indice supérieur 2.



J'exprimerai toutes les variables du système J1 comme fonctions des n+1 paramètres U1,V11,...,Vn1.  En particulier, les prix p11, p21,...,pn1, le "degré d'indifférence" T1, l'utilité S1 et le patrimoine H1 du système J1 seront exprimés comme fonctions de U1,V11,...,Vn1. 

Si l'environnement du système J1 impose que les prix pi1 et le patrimoine H1 sont constants, le système maximise S(U1,V11,...,Vn1) sous ces contraintes.



De même, j'exprimerai toutes les variables du système J2 comme fonctions des n+1 paramètres U2,V12,...,Vn2.  En particulier, les prix p12, p22,...,pn2, le "degré d'indifférence" T2, l'utilité S2 et le patrimoine H2 du système J2 seront exprimés comme fonctions de U2,V12,...,Vn2. 

Si l'environnement du système J2 impose que les prix pi2 et le patrimoine H2 sont constants, le système maximise S(U2,V12,...,Vn2) sous ces contraintes.



Le système J constitué de la réunion des systèmes J1 et J2 est caractérisé par les 2(n+1) variables U1,V11,...,Vn1 et U2,V12,...,Vn2. 



Indépendance et les deux types d'interaction

Tant que les contraintes imposées sur J1 et J2 sont inchangées (c'est-à-dire, tant que les prix pi1 et pi2 et les patrimoines H1 et H2 sont inchangés), et tant que le comportement de chaque système est inchangé pour des contraintes données, les systèmes J1 et J2 peuvent être considérés totalement indépendants, c'est-à-dire sans interaction.



Alors, la solution est obtenue en maximisant (sous contraintes) S1 et S2, ou de manière équivalente toute fonction  de S de S1 et S2: S = f(S1,S2), suffisamment régulière et croissante par rapport à S1 et S2.  Un cas particulier est celui où S = S1+S2, ou bien où S est une fonction de S1 + S2, mais d'autres formulations ayant le même résultat peuvent être utilisées a priori.



Dans le cas d'une interaction, l'utilité S du système formé par la réunion de J1 et J2 est a priori une fonction de n+1 variables de J1 et n+1 variables de J2.



L'hypothèse d'extensivité de S (A4)� signifie que, pour des systèmes indépendants, 

S = S1 + S2 .  Selon que cette propriété reste valable ou non lorsque des systèmes interagissent, je distingue les cas suivants d'interaction�:

"Interaction faible": les contraintes sur J sont différentes de la réunion des contraintes imposées à J1 et J2 mais chaque système maximise néanmoins la même fonction que lorsqu'il était indépendant (il garde le même comportement), et J maximise S=S1 + S2 ou une fonction de S1+S2.

"Interaction forte": on ne peut plus considérer que chaque système J1 et J2 maximise la même utilité S1 et S2 qu'avant l'interaction: S ne peut pas être écrit comme fonction de S1 et S2.



Les problèmes posés par ces deux interactions sont très différents.

Si l'on ne connaît que S1 et S2, il est possible de décrire une interaction faible dès lors qu'on connaît les nouvelles contraintes.

Au contraire, pour une interaction forte, rien ne peut être dit a priori sur le comportement de J: il est nécessaire de connaître exactement la nouvelle loi d'interaction.



Interaction faible

S est une fonction g(S1+S2).  Comme la fonction d'utilité est définie seulement modulo une transformation suffisamment régulière (cf. C.� REF _Ref294954746 \n �2�.� REF _Ref305231223 \n �1� page � PAGEREF _Ref305231229 �C-5�), je peux faire l'hypothèse que S = S1+S2.

Interaction d'échange faible

Pour simplifier, je considère le cas n=1, la généralisation au cas n>1 étant évidente.

Je considère deux systèmes.  Dans un état initial, ils sont soumis aux quatre contraintes suivantes:

ils sont isolés de tout autre système (si bien que V1= constante = V01 et V2= constante = V02); 

ils sont isolés de toute source de numéraire (si bien que U1= constante = U01 et U2= constante = U02).



Je peux définir p01 et p02 ainsi que H01 et H02 et S01 et S02.



Je suppose maintenant que les systèmes peuvent échanger entre eux le bien V contre le numéraire U.  Les systèmes ne peuvent pas transférer entre eux de numéraire sans contrepartie en bien V (la transformation est "adiabatique" pour chaque système).



La conservation de quantités totales de numéraire U et de bien V implique les contraintes:

U1+U2= U = constante = U01+U02=U0,

V1+V2= V = constante = V01+V02=V0.

Pour une petite transformation réversible� autour de l'état d'équilibre, l'adiabaticité de chacun des deux systèmes implique que S1 = constante et S2 = constante.



J'en déduis le système:

� EMBED Equation.2  ���



qui implique que:

� EMBED Equation.2  ���

ce qui est équivalent à: p1=p2.



Cela est le résultat bien connu d'égalisation des prix sur un marché.  Pour cette raison, l'interaction faible est aussi appelée "interaction par les prix".



Pour en connaître davantage sur le système J, il faut connaître comment J1 et J2 ont échangé U et V pour passer de l'état initial à l'état final.



En général, ces échanges ne sont pas "quasistatiques" (c'est-à-dire que la transformation ne peut être considérée comme une succession d'états d'équilibre), car l'environnement de chaque système n'est pas stationnaire (parce que les prix peuvent s'égaliser rapidement).  Ainsi, les outils construits ci-dessus ne permettent pas de résoudre le problème complètement.

Au début de l'échange, les deux systèmes accroissent leur utilité en échangeant à un certain prix compris entre p01 et p02.  Les hypothèses que j'ai faites ne me permettent pas de savoir à quel prix les échanges ont été effectués.  Cela peut dépendre de nombreux éléments, et en particulier de la connaissance qu'a chaque système de l'utilité pour l'autre de payer un certain prix et de ses capacités de négociation, qui ne sont pas modélisées ici.



Cependant, la transformation est adiabatique pour chaque système.

D'où �SYMBOL 68 \f "Symbol"�S1 �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 0 et �SYMBOL 68 \f "Symbol"�S2 �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 0.

Cela montre que "l'homme est un animal politique", ou encore que l'établissement d'un libre marché ne peut que bénéficier à ses participants.



Si les prix avant l'institution d'un marché ne sont pas égaux, alors l'institution d'un marché n'est pas réversible, si bien que �SYMBOL 68 \f "Symbol"�S = �SYMBOL 68 \f "Symbol"�S1+�SYMBOL 68 \f "Symbol"�S2 est strictement positive: au moins un participant bénéficie de l'instauration d'un marché.



Interaction de transfert faible

Dans ce cas, je suppose que J1 et J2 peuvent transférer du numéraire l'un à l'autre sans aucune contrepartie en biens Vi.  

Pour simplifier, je considère ici aussi le cas n=1, la généralisation au cas n>1 étant évidente.

Je suppose que les systèmes sont soumis aux contraintes V1 = constante et V2 = constante: ils ne peuvent pas échanger le bien V.

Alors, j'ai à tout instant:

T1dS1 = dU1 + p1dV1 = dU1

et

T2dS2 = dU2 + p2dV2 = dU2 .



L'extensivité de U assure que le numéraire du système J est U = U1+U2.

Le système étant isolé de son environnement, j'ai dU = 0.

Ainsi, dU1+dU2 = 0.

Il s'ensuit: T1dS1 + T2dS2 = 0.



J'utilise maintenant l'hypothèse d'extensivité de S: elle assure que l'utilité du système J est S = S1+S2.

Quand l'équilibre a été atteint, dS= 0.  

Ainsi, dS1 + dS2 = 0.



Finalement, comme T1dS1 + T2dS2 = 0 et dS1 + dS2 = 0, il s'ensuit que T1 = T2.



Cela signifie que les deux systèmes égalisent leurs utilités marginales.

En finance l'égalisation des utilités marginales est liée à l'égalisation des taux d'intérêt sur des marchés où les mouvements de capitaux sont libres.  Cf.� REF _Ref317213832 \n �3�.� REF _Ref317213799 \n �1� page � PAGEREF _Ref317213804 �C-8�.

Elle s'applique aussi au cas d'une entreprise décentralisée, où l'"interaction faible" se traduit par le fait que chaque division est un centre de profit.

L'allocation du capital optimale consiste à autoriser les divisions à lancer tous les projets dont le taux de rendement interne est supérieur ou égal à un certain niveau, qui est le même pour toutes les divisions, et qui est le taux de rendement marginal pour l'entreprise�.



"Dans un groupe bien géré, l'argent va là où il est le plus utile".

Soit une petite interaction comportant un transfert de numéraire �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1 et �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2 entre J1 et J2, le système constitué de J1 et J2 étant isolé, avec V1 et V2 = constante.

L'extensivité de U assure que  �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1+�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2 = 0.

Par ailleurs, la variation d'utilité �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S entre l'état initial et l'état final est positive ou nulle puisque l'utilité est maximisée à l'équilibre: �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 0.

S étant extensive, j'ai: �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S = �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S1+�SYMBOL 100 \f "Symbol"�S2.

Comme �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S1 = �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1/T1 et �SYMBOL 100 \f "Symbol"�S2 = �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2/T2,

j'obtiens:



Q1+�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2 = 0

Q1/T1+�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2/T2 �SYMBOL 179 \f "Symbol"� 0

Comme  �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1+�SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2 = 0, l'une des deux quantités �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1 et �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q2 est positive.  Je suppose que �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1 > 0.



Il s'ensuit que �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1 (1/T1 - 1/T2) (0.  Comme �SYMBOL 100 \f "Symbol"�Q1 est  > 0,  j'obtiens que T1< T2 : le numéraire va du sous-système dont l'utilité marginale du numéraire est la plus faible à celui dont l'utilité marginale est la plus forte�.

En finance, cela signifie que le capital va là où les taux d'intérêt sont les plus élevés.

Cela est une conséquence directe de la définition de S et de son extensivité.



Interaction forte

Dans ce cas, le système J est décrit par les 2 (n+1) variables U1, p11,..., pn1, U2 , p12,..., pn2.

A priori, il peut aussi être décrit par d'autres variables�.

Même dans le cas où il est décrit seulement par les 2 (n+1) variables ci-dessus, on ne peut rien dire sur J sans information supplémentaire.

Si l'interaction "n'est pas trop forte", on peut néanmoins utiliser une méthode de perturbation.





Méthodologie générale pour un système soumis à contraintes



Les contraintes imposées sur un système économique ont souvent la forme simple U=constante, ou Vi=constante.

Néanmoins, d'autres cas peuvent se produire.

Par exemple, comme montré en C.� REF _Ref294772961 \n �4�.� REF _Ref291313089 \n �2�.� REF _Ref291317067 \n �2� page � PAGEREF _Ref291317067 �C-12�, des systèmes qui peuvent transférer entre eux du numéraire sans contrepartie en biens Vi égalisent leurs utilités marginales 1/T à l'équilibre.  Ainsi, si un "petit" système interagit de cette manière avec un "grand" système, le grand système impose son utilité marginale au petit: il joue le rôle d'un "réservoir de numéraire", maintenant constante l'utilité marginale du numéraire.

C'est le cas par exemple lorsque sur un marché les participants peuvent emprunter librement du numéraire à une banque centrale� qui impose le taux d'intérêt sans risque.  Cela est aussi le cas d'une maison-mère qui impose un taux de rendement marginal du capital à toutes ses filiales.

Un "réservoir" du bien Vi peut aussi maintenir constant le prix du bien Vi .



Dans de nombreux cas, l'utilité marginale du numéraire est constante et les autres contraintes ont la forme:

Vi = constante pour i = 1,...,m

et pj = constante pour j = m+1,...,n,

où m est compris entre 0 et n (dans le cas m=0 (resp. m = n), tous les pi (resp. Vi) sont constants ).



Le problème est de déterminer les pi pour i = 1,...,m et les Vj pour j = m+1,...,n.



Je pose:

�EMBED Equation ���.



Comme �EMBED Equation ���,

il est aisé de montrer que:

 �EMBED Equation ���



Il apparaît ainsi que la maximisation de S sous les contraintes T = constante, Vi= constantes pour i=1,...,m et pj= constantes pour j=m+1,...,n est équivalente à la maximisation du "potentiel" �SYMBOL 70 \f "Symbol"�.



Ce potentiel ( prend différentes formes, selon les contraintes.

Dans le cas n=1, par exemple:

Le potentiel F = U-TS est minimisé quand l'utilité marginale du numéraire 1/T et les autres quantités de biens Vi sont constantes.  J'appellerai F "numéraire libre"�.

Le potentiel G = U+pV-TS est minimisé quand l'utilité marginale du numéraire 1/T et le prix p sont constants.  J'appellerai G "patrimoine libre"�.



Transitions de phase

J'ai souvent fait appel à l'hypothèse (A3) de régularité des fonctions mises en jeu.  (Comme faisant partie de (A3), j'ai aussi fait l'hypothèse que l'extrémisation de S est en fait une maximisation pour T>0).

Si cette hypothèse n'est pas satisfaite ponctuellement, les résultats trouvés ne sont plus valables.

Cela est le cas en particulier si S existe autour d'un point singulier, mais S ou certaines de ses dérivées sont discontinues à droite et à gauche de ce point.  C'est aussi le cas si S a plusieurs maxima et minima.

Dans ce cas, on peut observer plusieurs états du système considéré.

Par analogie avec la physique, j'appelle ces singularités "transitions de phase".



Comportement dans l'incertitude

Quand un individu est placé dans un environnement incertain mais probabilisé par une distribution de probabilité �SYMBOL 122 \f "Symbol"�, un postulat fait initialement par Bernoulli et développé ensuite par Arrow est que l'individu maximise son espérance d'utilité: S= <S> où < > note la valeur moyenne par rapport à �SYMBOL 122 \f "Symbol"�.

Ce postulat doit être ajouté aux autre postulats mentionnés plus haut, dont il ne peut être déduit.



Comportement de Bernoulli

La loi d'utilité de Bernoulli suppose que l'utilité est proportionnelle au logarithme de la richesse.



Ainsi, la fonction d'utilité de Bernoulli est caractérisée par la fonction d'utilité:

S = b lnU + b1 lnV1 +...+ bn lnVn.

Cette fonction est d'emploi facile pour les applications pratiques.

� Ecrits sur la base du Cours d'économie, Ecole Polytechnique.  Cf. aussi Samuelson [6.2].

� Sous la réserve que seule l'existence d'une fonction extrémisée est déduite, et qu'il faut postuler que l'extrémisation est en fait une maximisation.

� Au sens de continuité et dérivabilité des fonctions mises en jeu.

� En physique, l'équivalent d'une interaction mercantile est une interaction mécanique, et l'équivalent d'une interaction non-mercantile est une interaction thermique.

� En tant que telle, l'utilité est plus intuitive que l'entropie de la thermodynamique classique, qui n'est pas très intuitive.  Au contraire, l'utilité marginale du numéraire, sauf quand elle peut être reliée au taux d'intérêt ou à un autre taux de rendement, est moins intuitive que la température de la physique.

� En physique, T est la température.

� Par analogie avec l'unité de température de la physique.

� Par analogie avec le potentiel chimique de la physique.

� L'extensivité de S, qui est satisfaite dans de nombreuses interactions réelles, suggère l'existence de quelque chose de commun à tous les systèmes, sous la notion d'utilité: une "unité" commune à laquelle toutes les utilités des individus peuvent être comparées.

L'approche statistique de l'utilité que je développe dans le présent document donne une réponse possible à cette conjecture: la "mesure commune" est la survivabilité après un temps (.

� Un troisième type d'interaction, l'"interaction de pouvoir", intermédiaire entre interactions "faible" et "forte", peut aussi être distingué.

� Pour une transformation adiabatique, l'utilité S ne peut que croître: (S1 (0 et (S2 (0.  Si de plus la transformation est réversible (c'est-à-dire, si le système est en permanence à l'équilibre avec son environnement), la transformation inverse est possible, si bien que (S1 (0 et (S2 (0, et que finalement (S1 =0 et (S2 =0.

� Cela n'est pas nécessairement l'allocation qui est mise en oeuvre.  Dans l'approche statistique présentée dans ce document, les comportements non optimaux sont possibles, ils sont simplement moins probables que le comportement optimal quand la sélection naturelle a le temps de jouer son rôle.

� Cela est équivalent à la proposition : "la chaleur va du corps chaud vers le corps froid" de la physique.

� Par exemple, si une compagnie de transport spécialisée dans le transport entre des villes A et B fusionne avec une autre compagnie spécialisée dans le transport entre les villes B et C, elle sera influencée non seulement par le prix du transport entre A et B et B et C, mais aussi par le prix du transport entre A et C.

� "prêteur de dernier ressort".

� D'après l'"énergie libre" de la thermodynamique.

� D'après l'"enthalpie libre" de la thermodynamique.
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