


Appendice B - Solution de l'équation d'évolution et méthodologie générale pour un marché soumis à des contraintes








Le présent appendice d'une part résout l'équation d'évolution et d'autre part décrit la méthodologie générale applicable à un marché soumis à des contraintes.
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Solution de l'équation d'évolution





L'équation à résoudre est (cf. ch.2 ): 


� EMBED Equation.2  ���


où:


t est le temps;


q(x,t) est la probabilité que le comportement x soit observé à l'instant t;


S(x,t) est la survivabilité, ou entropie/utilité, du comportement x: plus S(x) est grand, plus le comportement est "adapté" ("fit");


[K] est un opérateur symétrique linéaire, que j'appelle "opérateur d'aléa";


k( est une constante;


c(t) est un facteur de normalisation qui assure que � EMBED Equation.2  ���.





Par le changement de variable: � EMBED Equation.2  ���, il est possible de réduire l'équation d'évolution à l'"équation réduite":


� EMBED Equation.2  ���.





Cas [K]=0


Dans ce cas, l'équation réduite s'écrit:


 � EMBED Equation.2  ���.


Les solutions de cette équation sont données par:


� EMBED Equation.2  ���





et, par normalisation de Q(x,t) à 1, j'obtiens:


� EMBED Equation.2  ���.





Si, de plus, S ne dépend pas explicitement du temps t, j'obtiens la forme plus simple:


� EMBED Equation.2  ���.





Quand t((, tous les q(x,t)  tendent vers 0 sauf ceux pour lesquels S est maximal (et pour lesquels q(x,0) n'est pas égal à zéro).  Si S a un seul maximum, que j'appelle xm, la distribution de probabilité q tend vers une distribution de Dirac centrée en x=xm: le comportement tend vers le comportement qui maximise la survivabilité S


Parce que S est maximisée, je l'appelle aussi "entropie/utilité".





Quand t est assez grand, la distribution q(x,t) peut être approximée par une distribution gaussienne en développant S(x) en série autour de xm et en supposant que la variation de q(y,0)  autour de y=xm est petite:





� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���,


où j'ai défini ( par:


Equation � SEQ Equation \* ARABIC �1�


� EMBED Equation.2  ���.





(En xm, puisque S est maximal, sa dérivée seconde est négative, ce qui entraîne que la racine carrée est réelle).





Dans le cas où l'état initial du système est une distribution de comportements gaussienne, centrée autour d'un comportement x0, la vitesse de convergence vers le nouveau comportement xm peut être approximée: la valeur moyenne de x converge vers xm en 1/t.











Cas général


Forme générale des solutions


Dans le cas général, l'équation réduite:


� EMBED Equation.2  ���


n'a pas de solution explicite.


Néanmoins, sous réserve que [K] soit suffisamment régulier, l'opérateur linéaire � EMBED Equation.2  ��� étant symétrique est diagonalisable.


J'appelle ((t) les valeurs propres et Q( les vecteurs propres.


J'ai: � EMBED Equation.2  ���.


D'où, sous réserve de conditions de régularité sur les ((t),


� EMBED Equation.2  ���,


et toute combinaison linéaire des Q((x,t) est une solution.  Sous réserve de conditions supplémentaires, les Q�((x,t)  constituent une base de l'espace des solutions.


Une condition supplémentaire est que q(x,t) doit être toujours positive.  Je laisse cette question ouverte.





Si S est stationnaire, les ( ne dépendent pas du temps:


� EMBED Equation.2  ���








La forme générale de la solution est alors:


� EMBED Equation.2  ��� 


et la solution normalisée q est donnée par:


 � EMBED Equation.2  ���


où � EMBED Equation.2  ���.


Une condition supplémentaire est que q(x,t) doit être toujours positive.  Je laisse cette question ouverte.


Quand le temps tend vers (, q(x,t) tend vers le vecteur propre q(m(x,t) associé à la plus grande valeur propre (m si cette plus grande valeur existe.





Comme  � EMBED Equation.2  ���,


j'ai aussi:


� EMBED Equation.2  ���.


Il a été montré dans le chapitre 2 que le second terme du membre de gauche est nul.  Il en résulte:


� EMBED Equation.2  ���.


Cela signifie que la valeur propre associée à un vecteur propre est la valeur moyenne de S/k(.


Dans le cas général d'une solution q(x,t) donnée par une équation d'évolution, la valeur moyenne de S peut être écrite:


 � EMBED Equation.2  ���


Cela implique que la valeur moyenne de S converge vers (m.





Si [K] est petit, l'équation peut être résolue en utilisant des méthodes de perturbation standard.


Dans un cas particulier où [K] est petit, il est possible de résoudre explicitement l'équation d'évolution, comme suit.





Similarité avec l'équation de Schrödinger


Remarque importante sur ce sous-chapitre: à ce stade, la similarité de mon équation d'évolution avec l'équation de Schrödinger est purement formelle, même si l'on peut rechercher une similarité plus profonde des systèmes étudiés dans les deux cas.


L'intérêt de cette similarité est que:


la méthode utilisée pour trouver les solutions de l'équation de Schrödinger peut être appliquée à mon équation d'évolution;


une différence majeure entre l'équation de Schrödinger et mon équation d'évolution découle d'une différence fondamentale entre systèmes physiques et humains: les systèmes vivants peuvent apprendre, alors que les systèmes physiques simples ne le peuvent pas.





J'utilise ici les notations et résultats de Cohen-Tannoudji [6.6].





La forme réduite de l'équation d'évolution:


 � EMBED Equation.2  ���


ressemble beaucoup à celle de l'équation de Schrödinger:


� EMBED Equation.2  ���





où U est l'opérateur d'énergie cinétique, V(x) est l'énergie potentielle et V(x) + [U] = [H] est le hamiltonien ([U] est comme [K] un opérateur symétrique).  Je note h la constante habituellement notée h.





Dans le cas où [K] est petit (cf. plus loin), la similarité subsiste: l'opérateur [K] est réduit à:


� EMBED Equation.2  ���


qui est l'équivalent de l'opérateur énergie cinétique newtonien:


 � EMBED Equation.2  ���.


Dans ce cas, mon équation d'évolution, dans sa forme réduite,  devient:


 � EMBED Equation.2  ���,


ou (en changeant le signe des deux membres):


Equation � SEQ Equation \* ARABIC �2�


� EMBED Equation.2  ���,


équation à comparer à l'équation de Schrödinger dans le cas newtonien:


� EMBED Equation.2  ���.





Les différences entre mon équation d'évolution et l'équation de Schrödinger sont les suivantes:


(a) l'équation de Schrödinger est hermitique alors que mon équation réduite est réelle;


(b) le coefficient de � EMBED Equation.2  ��� est un nombre imaginaire pur (= i h) dans l'équation de Schrödinger alors qu'il est réel (=-1) dans mon équation réduite;


(c) en mécanique quantique, �SYMBOL 121 \f "Symbol"� est une amplitude de densité de probabilité, la probabilité étant |�SYMBOL 121 \f "Symbol"�|2, alors que dans mon approche q elle-même est une probabilité;


(d) �SYMBOL 121 \f "Symbol"� est normalisée par � EMBED Equation.2  ���, alors que Q n'est pas normalisée mais est positive; la variable normalisée est


� EMBED Equation.2  ���, qui est normalisée par � EMBED Equation.2  ���.





Du fait de la différence (b), dans l'équation de Schrödinger, si un système isolé est une combinaison linéaire d'un ensemble d'états propres à t=0, il reste à tout instant une combinaison linéaire de cet ensemble d'états propres (les coefficients de la combinaison linéaire varient en phase mais non en module), alors que dans mon équation d'évolution la combinaison linéaire tend vers l'état correspondant à la plus grande valeur propre: l'équation de Schrödinger est invariante par renversement du temps, alors que mon équation d'évolution n'est pas invariante par renversement du temps. (La conséquence est la "loi de croissance de l'entropie".)


Egalement, alors que l'équation de Schrödinger implique la conservation de l'énergie � EMBED Equation.2  ��� d'un système isolé, une telle loi de conservation n'existe pas dans le formalisme de mon équation d'évolution (à la fois parce que q est une probabilité et non une amplitude de probabilité et du fait de (b)).


Dans mon équation d'évolution, la conservation de l'énergie d'un système isolé applicable en mécanique quantique est remplacée par la minimisation de -S (maximisation de S): mon équation  d'évolution est dissipative, alors que l'équation de Schrödinger est conservative; les systèmes quantiques, isolés, sont conservatifs, alors que les systèmes vivants sont dissipatifs: ils peuvent apprendre.


Si un terme de friction est introduit dans l'équation de Schrödinger (le système n'est alors plus isolé), elle devient dissipative: la loi de conservation de l'énergie est remplacée par la loi de minimisation de l'énergie potentielle.  Sous cet angle, le processus de sélection modélisé par mon équation d'évolution peut être comparé à un processus de friction.





Malgré ces différences, les membres de droite de l'équation de Schrödinger et de mon équation réduite étant similaires, les solutions stationnaires des deux équations, (respectivement en �SYMBOL 121 \f "Symbol"� et Q) qui sont les vecteurs propres de l'opérateur du membre de droite, sont les mêmes.





J'utiliserai cette similarité formelle pour trouver facilement quelques propriétés des solutions en B.� REF _Ref294011875 \n �1�.� REF _Ref292709270 \n �3� ci-après.





Dans le cas particulier où S peut être développé autour d'un maximum x=xm , on a: 


� EMBED Equation.2  ���.


S(x) a alors la forme du potentiel d'un oscillateur harmonique.


Cela implique que dans ce cas, les solutions stationnaires de mon équation réduite sont les vecteurs propres de l'oscillateur harmonique.  Cf. B.� REF _Ref294011875 \n �1�.� REF _Ref292709270 \n �3� page � PAGEREF _Ref292709270 �B-8�.








Cas [K] "petit"


En général, [K] est "petit": s'il ne l'était pas, le processus d'adaptation serait ralenti, voire contrecarré par l'aléa de reproduction (modélisé via [K]), ce qui ferait diverger en permanence la population de l'optimum.





Forme de l'équation


Je suppose maintenant que x est de dimension 1. [S'il ne l'est pas, les résultats restent valables pour autant que l'approximation au second ordre reste valable.]


Je suppose également que K(x,y) est une fonction de y-x seulement.


La "petitesse" de [K] peut prendre plusieurs formes.  J'étudie ici le cas où elle réside dans une petite portée, c'est-à-dire le cas où [K](x,y) est très petit quand |x-y| est plus grand qu'une certaine valeur r, r étant petit.


Je développe q(y) autour de x par rapport à x-y. [K](x,y) étant très petit quand |x-y|>r, r étant petit, je néglige les termes d'ordre >2 (je suppose que les conditions de régularité nécessaires sont remplies pour permettre de faire cette approximation à l'intérieur d'une intégrale).


 � EMBED Equation.2  ���





Il a été montré dans le chapitre 2 que l'intégrale de K(x,y) q(x,t) est égale à 0.


De plus, [K] étant symétrique, l'intégrale du terme en (y-x) est égale à 0.





Finalement, j'obtiens:


� EMBED Equation.2  ���


où ( est défini par:


 � EMBED Equation.2  ���.





(Remarque: ( ne dépend pas de x parce que K(x,y) est une fonction de y-x seulement.)





L'équation à résoudre devient alors:


 � EMBED Equation.2  ���.





La forme réduite correspondante est:


 � EMBED Equation.2  ���.





Solutions quand S a un maximum


J'utilise ici l'� REF _Ref294845913 \* MERGEFORMAT �Equation 2�:


� EMBED Equation.2  ���


et je suppose de plus que S est stationnaire et peut être développée en série autour d'un maximum x=xm :


� EMBED Equation.2  ���.





L'équation que j'obtiens est:


 � EMBED Equation.2  ���.





(Remarque: S étant maximum en x=xm, sa dérivée seconde en x=xm est négative, si bien que le coefficient de (x-xm)2 entre les crochets [...] est positive.)





Les vecteurs propres du membre de gauche Q(x,t) satisfont:


 � EMBED Equation.2  ���


où -�SYMBOL 99 \f "Symbol"� est la valeur propre associée à Q(x,t).





Cette équation doit être comparée à l'équation satisfaite par les états stationnaires de l'équation de Schrödinger pour un oscillateur harmonique:


 � EMBED Equation.2  ���


où E est la valeur propre associée à ((x,t).





Q(x,t) et �SYMBOL 102 \f "Symbol"�(x,t) peuvent être écrites:


� EMBED Equation.2  ���


et


� EMBED Equation.2  ���.


Je pose Q(x) = Q(x,0) et �SYMBOL 102 \f "Symbol"�(x) = �SYMBOL 102 \f "Symbol"�(x,0).





Q(x) et �SYMBOL 102 \f "Symbol"�(x) satisfont:


� EMBED Equation.2  ���


et


Equation � SEQ Equation \* ARABIC �3�


� EMBED Equation.2  ���.


Je définis maintenant m', (', h', E' (les solutions sont multiples car les quatre variables sont définies par trois équations) par:





� EMBED Equation.2  ��� , � EMBED Equation.2  ���et � EMBED Equation.2  ���.


Avec ces notations, le vecteur propre Q(x) satisfait:


� EMBED Equation.2  ���


qui a exactement la forme de l'� REF _Ref294844441 \* MERGEFORMAT �Equation 3�:


� EMBED Equation.2  ���.


Je sais, d'après la mécanique quantique, que les valeurs propres de la seconde équation sont:


 � EMBED Equation.2  ���


où �SYMBOL 110 \f "Symbol"� est un entier positif ou nul, et que les vecteurs propres correspondants sont:


� EMBED Equation.2  ���


où H�SYMBOL 110 \f "Symbol"�(y) est le polynôme de Hermite de degré �SYMBOL 110 \f "Symbol"�.





Les équations satisfaites par Q(x) et ((x) ayant la même forme, j'en déduis les valeurs propres et vecteurs propres de l'équation satisfaite par Q(x):


les valeurs propres ( ont la forme:


� EMBED Equation.2  ���


et les vecteurs propres Q ont la forme:


� EMBED Equation.2  ���.





Ces vecteurs propres Q((x) ont la propriété supplémentaire que leurs carrés sont normalisés à 1:� EMBED Equation.2  ���.




















Puisque � EMBED Equation.2  ���, j'obtiens:


 � EMBED Equation.2  ���.





Toute solution de l'équation est une combinaison linéaire des vecteurs propres:


 � EMBED Equation.2  ���.





Un problème est que la solution générale Q(x,t) que je recherche doit être toujours positive, alors que les vecteurs propres ne sont pas toujours positifs: à l'exception du premier d'entre eux, tous sont négatifs pour certaines valeurs� de x.





Solution asymptotique à t=(


Quand le temps tend vers �SYMBOL 165 \f "Symbol"�, le terme dominant est le terme associé à la plus grande valeur� (0  de ((:


� EMBED Equation.2  ���.


Ainsi, lorsque le temps tend vers (, toute solution Q tend vers le vecteur propre correspondant:


� EMBED Equation.2  ��� pourvu que (0 ne soit pas nul (ce que je suppose), et q (=Q normalisé à 1) tend vers:


� EMBED Equation.2  ���.





La distribution q0(x) est une gaussienne, de standard déviation:


Equation � SEQ Equation \* ARABIC �4�


� EMBED Equation.2  ���.


Cela donne un ordre de grandeur de la taille des fluctuations causées par l'opérateur d'aléa [K].





Les comportements se regroupent autour de xm.  S'il y a plusieurs maxima de S, chacun d'entre eux peut être le centre autour duquel se regroupe une solution stationnaire, selon les conditions initiales.


Le ratio � EMBED Equation.2  ��� mesure le poids relatif du processus de sélection � EMBED Equation.2  ��� par rapport à l'aléa des comportements (.


J'ai, par définition de (r et r: � EMBED Equation.2  ���.


Quand le processus de sélection domine, r est très grand, , (r est très petit, Q0 tend vers une distribution de Dirac centrée en x=xm, et le comportement tend vers le comportement qui maximise exactement S, ce qui est le résultat déjà obtenu dans le cas [K]=0 (cf. B.� REF _Ref294011875 \n �1�.� REF _Ref292709480 \n �1�, page � PAGEREF _Ref292709480 �B-2�).


Cela arrive si �SYMBOL 97 \f "Symbol"� = 0 (c'est-à-dire, [K]=0: pas d'aléa de reproduction des comportements), ou si le processus de sélection est fort (c'est-à-dire, si S est très concave: � EMBED Equation.2  ��� très grand négatif).





Evolution des fluctuations


Dans le cas général (t<�SYMBOL 165 \f "Symbol"�), les fluctuations (microvolatilité) peuvent être décomposées en deux parties (cf.ch.3): 


des fluctuations d'adaptation �SYMBOL 115 \f "Symbol"�a, qui tendent vers zéro comme 1/�SYMBOL 214 \f "Symbol"�t quand t tend vers �SYMBOL 165 \f "Symbol"�; 


et des fluctuations d'aléa �SYMBOL 115 \f "Symbol"�r, qui tendent vers la valeur ci-dessus quand t tend vers �SYMBOL 165 \f "Symbol"� (et quand les approximations nécessaires pour obtenir l'expression ci-dessus sont possibles).





Quand le temps est supérieur à une certaine valeur, �SYMBOL 115 \f "Symbol"�a devient plus petit que �SYMBOL 115 \f "Symbol"�r: les fluctuations d'aléa masquent alors les fluctuations d'adaptation.


Sous réserve que les approximations mentionnées ci-dessus puissent être faites, les fluctuations d'aléa sont inversement proportionnelles à la racine quatrième de la dérivée seconde de S (alors que les fluctuations d'adaptation sont inversement proportionnelles à la racine carrée de la dérivée seconde).


C'est un résultat important, car il implique que les fluctuations d'aléa tendent vers �SYMBOL 165 \f "Symbol"� quand la dérivée seconde de S est égale à zéro, ce qui se produit dans de nombreux cas de transition de phase.





(0 a la propriété d'être toujours plus petit que sa valeur en l'absence d'aléa de reproduction: � EMBED Equation.2  ���.


Puisque (cf. B.� REF _Ref294011875 \n �1�.� REF _Ref294842043 \n �2�, page � PAGEREF _Ref294842082 �B-4�.ci-dessus) (0 est la valeur moyenne de S(x) quand t tend vers (, j'obtiens le résultat que l'aléa de reproduction réduit la survivabilité/entropie/utilité du système de � EMBED Equation.2  ��� en moyenne.


Cf. ch.3.








Formulation selon la théorie des systèmes dynamiques


L'équation d'évolution, comme équation différentielle décrivant un système dynamique, peut être lue selon la terminologie de la théorie des systèmes dynamiques�.


Dans cette terminologie, les valeurs propres sont les exposants de Lyapounov, les solutions limites quand t (( sont les "attracteurs", et les transitions de phase sont les "catastrophes" ("dures" dans le cas de transitions du premier ordre, "molles" dans le cas des transitions de phase du second ordre).


La plus grande valeur propre, qui dans mon approche est la limite de l'entropie/utilité quand t((, est appelée en théorie des systèmes dissipatifs "entropie de Kolmogorov-Sinaï".  Je n'ai pas approfondi la question de savoir si cette coïncidence des terminologies est une simple coïncidence sémantique ou si elle est la manifestation de quelque chose de plus profond.


Cf. par exemple Mikhailov, Loskutov, [2.1.3].





Comparaison avec l'équation maîtresse


L'équation d'évolution résolue ici:


� EMBED Equation.2  ���


peut aussi être écrite (en utilisant l'expression de c(t)  établie dans le chapitre 2):


� EMBED Equation.2  ���





La densité de probabilité de transition de y vers x est égale à:


� EMBED Equation.2  ���.


Cette équation d'évolution est très différente de l'équation maîtresse de la physique mentionnée dans le chapitre 1, et de l'équation d'évolution qui sous-tend les approches fondées sur des "préférences", "demandes", "opinions" aléatoires mentionnées aussi dans le chapitre 1.


D'une part, les probabilités de transition ne sont pas symétriques.


D'autre part, les probabilités de transition ne sont pas constantes dans le temps, même quand l'environnement du système est constant (ce qui entraîne en particulier que S ne dépend pas du temps).


Contrairement au cas d'un système physique isolé (pour lequel tous les états élémentaires sont équiprobables à l'équilibre), la solution converge quand t tend vers ( vers une distribution de probabilité très pointue, même lorsque le système est isolé.  En t=(, le second terme de la densité de probabilité de transition ((x,y,t) devient très petit quand x est loin du maximum de q, si bien que ((x,y,t)(K(x,y).  K(x,y) étant très petit dès que x et y ne sont pas proches l'un de l'autre, les seules transitions possibles sont celles entre comportements proches du maximum de q: seul un petit aléa de comportement est possible.


Cela est une différence importante avec les approches fondées sur des préférences aléatoires dans lesquelles l'aléa de comportement peut être grand.








Méthodologie générale pour un marché soumis à des contraintes


J'étudie un marché composé de N participants, N étant grand.


Par mesure de simplicité, je suppose qu'il y a un seul Vi, V.  Ainsi, le marché est défini en tout par 2N variables extensives (2 variables Ui et Vi par comportement individuel).


Une conséquence de l'équation d'évolution pour q(x) où x est un comportement du marché est qu'un marché isolé (pour lequel, parce qu'il est isolé, U1+...+UN =U et V1+...+VN=V ) ajuste ses paramètres internes ("degrés de liberté", qui sont les comportements des participants individuels) de manière à maximiser S(U1,...,UN,V1,...,VN) , sous les contraintes qui lui sont imposées: S tend vers:


� EMBED Equation.2  ���.





En pratique, les marchés peuvent être soumis à des contraintes très diverses.  La plupart se traduisent par des valeurs constantes pour:


les variables extensives (par exemple, nombre d'actions d'une société, ou masse monétaire);


ou un mélange de variables intensives et extensives;


ou les variables intensives (taux d'intérêt, prix).





Je définis différents cas comme suit:


Système isolé: les variables extensives agrégées (U,V) sont constantes.


T-environnement: le marché est soumis à une contrainte: T= constante, et la variable agrégée V est constante.  La variable agrégée U peut alors varier librement.  Cela est le cas quand le taux d'intérêt est constant, par exemple lorsque les individus peuvent prêter et emprunter auprès d'un "réservoir" de numéraire (une banque centrale par exemple) à un taux d'intérêt constant (lié à 1/T, cf. chapitre 3).


T-p environnement: le marché est soumis à une contrainte T=constante et à une contrainte p=constante où p est le prix de l'actif V.  Les variables agrégées U et V peuvent alors varier librement.  Cela est le cas par exemple sur un marché des changes avec deux pays CA et CB et deux devises A et B, quand:


la banque centrale du pays CA impose un taux d'intérêt constant sur A: pour les participants dont la monnaie de compte (dans laquelle ils mesurent leur profit) est A, ce taux d'intérêt constant peut être assimilé à une utilité marginale 1/T constante (cf. chapitre 3);


et les deux banques centrales maintiennent constant le taux de change p entre les devises A et B.


T-(-p environnement: le marché est soumis à des contraintes T=constante, p=constante, (=constante, où ( est le "potentiel social" (cf. appendice C).  Les variables agrégées U et V peuvent alors fluctuer librement, ainsi que le nombre N de participants au marché.





D'autres environnements de ce type peuvent être définis, par exemple lorsqu'il y a plusieurs actifs autres que le numéraire (on peut alors imposer plus d'un pi ). 


On peut aussi imaginer des cas où les contraintes ont une autre forme�.





Un marché isolé est décrit par l'équation d'évolution.


Lorsque le marché n'est pas isolé, je vais maintenant examiner ce que l'équation d'évolution devient.





T-environnement


Dans ce cas, un grand système R (banque centrale), "réservoir" de numéraire, impose au marché J la contrainte 1/T=constante, via une interaction "faible".  J'appelle JUR le système constitué de J et R.


Le numéraire UJ du marché J (masse monétaire en circulation) est la somme du numéraire des N participants au marché:


UJ = U1 + ... + UN.


La masse monétaire U=UJ + UR de l'ensemble JUR est constante.


Soit (J(UJ,V1,...,VN) la probabilité de survie du comportement de J quand son numéraire est UJ, quand il est isolé,


et soit (R(UR) la probabilité de survie du comportement du réservoir quand son numéraire est UR, quand il est isolé.


Potentiel F et équation d'évolution


1/T est fixé, mais la valeur de UJ n'est pas connue exactement.


La probabilité de survie du comportement de JUR après un temps ( est égale à:


(J(UJ,V1,...,VN) (R(UR) (puisque J et R sont couplés, le comportement de chacun d'entre eux doit survivre pour que le comportement  JUR survive).


Le système JUR convergera vers l'état où la probabilité de survie d'un comportement après ( est maximale, soit:


 � EMBED Equation.2  ���


ou: � EMBED Equation.2  ���.


Comme UR =U-UJ et comme UJ est petit comparé à U (parce que le réservoir R doit avoir une taille beaucoup plus grande que J pour maintenir T constant), je fais l'approximation:


� EMBED Equation.2  ���.


Le réservoir R maintient constant 1/TR ainsi que 1/TJ:


 � EMBED Equation.2  ���.


On a donc:


 � EMBED Equation.2  ���


ou, comme SR(U) ne dépend pas de UJ: � EMBED Equation.2  ���.


Ainsi, il faut résoudre le problème: � EMBED Equation.2  ���.


Je définis Z� par: � EMBED Equation.2  ���


et je définis F par:


 � EMBED Equation.2  ���.


Le marché, lorsqu'il est soumis à une contrainte 1/T=constante, minimise F.


J'appelle F "numéraire libre" (par analogie avec l'énergie libre de la thermodynamique: cf. appendice C).


J'ai aussi:


 � EMBED Equation.2  ���.


Comme � EMBED Equation.2  ��� est constant, il en résulte que, pour 1/T donné, la probabilité de survie d'un comportement caractérisé par V1,...,VN  est proportionnelle à Z.


Comme ln(Z)=-F/kT, j'en déduis, suivant le même raisonnement que lorsque j'ai construit l'équation d'évolution pour q(U, V1, ...,Vn)  au chapitre 2, que l'équation d'évolution pour q(T,V1,...,Vn), probabilité que les participants au marché au sein d'un groupe soumis à la contrainte 1/T=constante aient un comportement caractérisé par T,V1,...,Vn , est:


� EMBED Equation.2  ���


où c'(t) est une constante de normalisation et où [K'] est un opérateur d'aléa.  [K'] est lié à [K] mais je n'ai pas examiné la nature de cette relation car la forme exacte de [K'] joue un rôle mineur dans les applications pratiques.





Cette équation d'évolution implique que, lorsque les comportements sont définis par T, V1,...,Vn , les comportements qui survivent à t=( sont ceux qui maximisent -F/T sous contraintes.


De même, s'il y a d'autres variables internes que les Vi (par exemple, s'il y a plusieurs catégories de participants au marché et si les proportions de chaque catégorie peuvent varier), l'évolution de ces variables xi est décrite par l'équation d'évolution:


 � EMBED Equation.2  ���.


Utilisant les résultats du chapitre 3, il est possible d'en déduire le profil de la convergence: taille et variation des fluctuations: il suffit de remplacer S(U,V1,...,Vn) par � EMBED Equation.2  ��� dans le raisonnement.


Interaction forte - méthode de perturbation


Dans le cas où il y a une interaction forte entre les participants au marché, approximée par un hamiltonien d'interaction (cf. chapitre 3), F prend la forme:


 � EMBED Equation.2  ���


ou: � EMBED Equation.2  ���


où u'i = ui -Uiint(V1,...,Vn).


Dans le cas du hamiltonien d'interaction pris comme exemple dans le chapitre 3, F peut être écrite:


� EMBED Equation.2  ���


où V=V1 +...+Vn .


J'en déduis:


 � EMBED Equation.2  ���, où F0 est le "numéraire libre" quand (=0.


Si j'étudie un état tel que V1 +...+Vn =V= constante, et si ( varie, le premier terme de la somme est maximum en V=V0, et le second terme est minimum en V=V0 (F0 et V0 correspondent au cas (=0).  Pour T donné, il y a donc une certaine valeur (c de ( telle que:


Si ( ((c , F est minimale en V=V0 et l'interaction forte ne change pas l'état d'équilibre.


Si au contraire ( >(c , F est maximale en V=V0 , si bien que V0 n'est plus un état d'équilibre.


Ainsi, une petite variation de ( de (c -( à (c + ( déclenche une grande variation de V: il y a une instabilité, liée à une "transition de phase".  Cf. ch.3.





Fluctuations / microvolatilité


Le raisonnement est le même qu'au chapitre 3.


Quand 1/T=constante (c'est-à-dire, en finance, quand le taux d'intérêt est constant), si j'étudie l'évolution d'un Vi, un paramètre critique résultant de l'équation d'évolution est:


� EMBED Equation.2  ���.


Si [K'] est suffisamment petit, les fluctuations de Vi (a avant que l'équilibre soit atteint, sont données par: � EMBED Equation.2  ���.


Si [K'] est approximé par � EMBED Equation.2  ���, les fluctuations de Vi à l'équilibre (Vi sont données par: � EMBED Equation.2  ���.


Ces égalités impliquent que, quand (V ( (, les fluctuations de Vi  tendent vers (.


L'approche si les variables extensives externes étudiées ne sont pas les Vi mais d'autres variables xi  est la même.


L'approche pour les fluctuations des variables intensives est la même qu'au chapitre 3.


Lien avec la théorie de l'utilité classique


F, défini comme le minimum de F(T,V1,...,Vn) sur tous les états possibles, est cohérent avec le "numéraire libre" défini dans le cas de la théorie de l'utilité classique (cf. appendice C).





T-p environnement


Le raisonnement est similaire à celui effectué dans le cas du T-environnement.


Potentiel G et équation d'évolution


Utilisant des "réservoirs" de numéraire et de l'actif V�, je trouve que la probabilité de survie d'un comportement avec T et p donnés est proportionnelle à:


 � EMBED Equation.2  ���.


Je définis G(T,p) par:� EMBED Equation.2  ���.


Faisant l'hypothèse que G dépend aussi de paramètres internes xi (tels que les proportions de chaque type de participants au marché par exemple), j'obtiens comme dans le cas du T-environnement l'équation d'évolution pour les xi:


� EMBED Equation.2  ���


où c"(t) est une constante de normalisation et [K"] un opérateur d'aléa sur lequel je ne m'étends pas davantage pour les mêmes raisons que dans le cas du T environnement.


Cette équation d'évolution implique que, quand les comportements sont définis par T et p, les comportements qui survivent à t=( sont ceux qui maximisent -G/T sous contraintes.





Utilisant les résultats du chapitre 3, il est possible de déduire le profil de la convergence: taille et variation des fluctuations.  Il suffit de remplacer S par � EMBED Equation.2  ��� dans le raisonnement.


Méthode de perturbation


L'approche est la même que dans le cas du T-environnement.


Fluctuations/microvolatilité


Le raisonnement est le même que dans le cas du T-environnement.


Quand 1/T=constant (c'est-à-dire, en finance, quand le taux d'intérêt est constant), si G dépend de paramètres internes xi , un paramètre critique pour décrire l'évolution des xi est: � EMBED Equation.2  ���.


Si [K"] est assez petit, , les fluctuations de xi (a avant que l'équilibre soit atteint sont données par :� EMBED Equation.2  ���.


Si [K"] est approximé par � EMBED Equation.2  ���, les fluctuations de xi à l'équilibre (xi sont données par: � EMBED Equation.2  ���.


Ces égalités impliquent que, quand (p((, les fluctuations des xi tendent vers (.


L'approche si les variables extensives externes étudiées ne sont pas les Vi mais d'autres variables xi  est la même.


L'approche pour les fluctuations des variables intensives est la même qu'au chapitre 3.





Lien avec la théorie de l'utilité classique


Comme dans le cas du T-environnement, il est possible de montrer que la fonction G(T,p) que j'ai construite par cette méthode statistique est égale à l'équilibre à la fonction G(T,p) de la théorie de l'utilité classique.





� Peut-être peut-on prouver que si les (( sont tels que Q(x,0) est positive pour tout x, alors Q(x,t) est positive pour tout x et pour tout t>0? ou qu'une combinaison linéaire bien choisie peut être toujours positive autour de xm? Je laisse ce problème ouvert.


� Sous réserve que ce vecteur propre soit présent dans la distribution initiale, ce que je suppose.  Je laisse ouverte la question de savoir si cela peut être prouvé.


� utilisée en particulier en "théorie du chaos".


� Par exemple, une banque centrale peut maintenir constant le ratio p/T, où p est le prix de sa devise contre le $ et où 1/T est le taux d'intérêt sur le $: p/T est lié au taux d'intérêt sur cette devise (de manière non univoque car d'autres facteurs interviennent: risque politique par exemple).


� J'emprunte les notations pour Z et F à la physique, mais la définition de Z que j'utilise est différente de celle de la physique (quoique cohérente avec elle à la limite des grands nombres).


� Si V est une devise étrangère, le réservoir de V peut être la banque centrale du pays concerné; si V est l'action d'une société, le réservoir de V peut être la société elle-même, lorsqu'elle achète et vend ses propres actions pour en maintenir le cours constant, ou un gros détenteur d'actions, qui pour des raisons qui lui sont propres souhaite maintenir constant le cours de l'action.
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