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��Mécanique statistique des marchés:�une approche darwinienne� des comportements financiers�-� Application �à la dynamique des taux de change



SYNTHESE

Le présent document développe et teste un modèle de comportement des marchés liquides, et l'applique à des stratégies de trading.



Introduction.  Les dernières années ont vu une remise en cause accrue de l'hypothèse d'efficience des marchés et ont confirmé l'invalidation de son corollaire�, la modélisation des rendements par un processus lognormal: le processus réel est leptokurtique, la volatilité montre un certaine persistance, les lois d'échelle suivies par la volatilité et les exposants de Hurst sont incompatibles avec un processus lognormal, etc.

Pour rendre compte de ces faits expérimentaux, l'hypothèse d'efficience des marchés a été affinée, en particulier par la prise en compte des coûts de transaction, des effets d'apprentissage, et des effets de l'hétérogénéité.  Les effets d'apprentissage sont le résultat du caractère non instantané du processus d'évolution par lequel les individus et les marchés s'adaptent à une nouvelle information.  Les effets d'hétérogénéité sont le résultat de la coexistence de participants au marché qui ont des règles de comportement différentes.

Il en est résulté un besoin renouvelé de modèles capables d'expliquer le processus de prix à partir de la structure des marchés.



Chapitre 1.  Parmi d'autres, un courant de recherches a tenté de répondre à ce besoin en recourant à la mécanique statistique.

La similarité structurale entre marchés financiers et systèmes physiques, grands systèmes constitués de nombreux sous-systèmes en interaction (participants au marché dans le premier cas, atomes, particules, etc. dans le second cas) a été relevée depuis longtemps maintenant et a conduit à tenter d'appliquer à la finance les outils de la mécanique statistique.

Ces outils sont des instruments mathématiques développés initialement pour résoudre le problème rencontré en physique de l'agrégation de nombreux comportements imparfaitement connus.  L'une de leurs caractéristiques est qu'ils transforment une description probabiliste en une description variationnelle, où les états d'équilibre sont tels qu'une certaine fonction y est maximale, la maximisation étant cependant satisfaite seulement sous réserve de fluctuations.

Plusieurs modèles décrivant les marchés par l'utilisation des outils de la mécanique statistique existent déjà dans la littérature.  Ces modèles soulignent en particulier certaines similarités entre les instabilités créées par les phénomènes d'imitation entre sous-systèmes rencontrées en finance et celles rencontrées en physique.

Néanmoins, ces modèles n'ont pas toujours échappé au travers consistant à appliquer trop rapidement à la finance certaines descriptions propres à la physique.  En particulier, ils ont souvent ignoré le fait que les lois qui gouvernent le comportement individuel des sous-systèmes physiques n'ont a priori aucune raison de s'appliquer aux participants à un marché, ne serait-ce que parce qu'elles sont invariantes par renversement du temps, alors que les comportements humains ne le sont pas, du fait des effets d'apprentissage.

Par ailleurs, la description variationnelle des marchés sur laquelle ces modèles débouchent n'est pas cohérente avec la description variationnelle usuelle en finance, celle fondée sur la fonction d'utilité.



Chapitre 2.  Un deuxième courant de recherches, d'un type différent, a suscité des efforts renouvelés au cours des dernières années.  Il considère les marchés comme des systèmes évolutifs, au sens darwinien du terme, où l'apprentissage prend place par essais et erreurs, la "loi de sélection naturelle", ou "loi de survie du plus adapté", étant la loi suprême des marchés.

Le modèle proposé ici est au confluent de ces deux courants, celui qui est fondé sur l'utilisation des outils de la mécanique statistique et celui qui est fondé sur la reconnaissance de la "loi de sélection naturelle" comme loi suprême des marchés.

Il postule que, lorsque leur environnement change, les participants au marché adaptent leur comportement suivant la "loi de sélection naturelle".

Cette loi conduit à une équation d'évolution qui est au centre du modèle.



Chapitre 3.  Développement du modèle: les participants au marché sont décrits comme des systèmes évolutifs, et leurs comportements sont agrégés en utilisant des méthodes dérivées de la mécanique statistique.

La résolution de l'équation d'évolution entraîne que, au cours du processus d'évolution, les individus tendent à maximiser la "survivabilité" de leur comportement, sous réserve de fluctuations.  Ces fluctuations créent un bruit ("microvolatilité", en général petite mais variable) lors de la mesure des paramètres du marché (prix, volumes, etc.).

L'utilisation des outils de la mécanique statistique permet de reformuler le problème sous la forme d'une approche variationnelle assortie de fluctuations.  Elle permet de formaliser de manière simple l'agrégation des comportements évolutifs modélisés, et notamment les phénomènes liés à l'interaction (et en particulier à l'imitation) entre participants au marché.  Elle permet également de calculer de manière simple la taille des fluctuations de comportement prédites par le modèle.

La "survivabilité", maximisée à l'équilibre, est identifiée à la fonction d'utilité classique et est appelée "entropie/utilité".  Néanmoins, contrairement à la fonction d'utilité classique, l'entropie/utilité n'est maximisée que sous réserve de fluctuations.  

L'approche réconcilie ainsi:

les approches classiques fondées sur l'utilité, qui sont une première approximation cohérente avec le concept intuitif de cause finale comme fondement du comportement individuel, mais qui, étant déterministes, ne rendent pas compte des fluctuations des comportements réels;

et ces fluctuations.



L'entropie/utilité a de plus la propriété que, en cas de comportement dans l'incertitude, les individus tendent à maximiser l'espérance d'entropie/utilité, sous réserve de fluctuations.



Les deux outils de base de l'approche: la "sélection naturelle" comme loi fondamentale du marché d'une part, les outils de la mécanique statistique comme moyen d'agréger les comportements évolutifs d'autre part, ne sont pas utilisés sur le même plan:

la modélisation des comportements financiers par des processus darwiniens est une hypothèse en soi, forte, et qui permet de poser le problème;

au contraire, les outils de la mécanique statistique sont utilisés ici comme une simple méthode mathématique� permettant de résoudre et de reformuler le problème de manière simple, sous réserve que quelques hypothèses peu exigeantes (essentiellement, "grands nombres") soient satisfaites.



Chapitre 4.  Le modèle implique plusieurs conséquences sur le profil de prix:

existence d'un bruit ("microvolatilité") autour d'une valeur moyenne du prix;

augmentation puis diminution de la microvolatilité après une perturbation de l'environnement du marché (son information ou ses contraintes);

existence d'instabilités ("bulles") se traduisant par des "krachs" et des "tendances", pendant lesquelles un grand changement de prix, rapide (en cas de krach) ou lent (en cas de tendance) est déclenché par un petit changement de l'environnement du marché (c'est-à-dire, un changement qui habituellement a un faible impact sur le prix), voire est produit de manière endogène par le marché, sans changement de son environnement; la modélisation de ces instabilités fait appel à la notion de "transition de phase";

augmentation de la microvolatilité avant le déclenchement des instabilités causées par les transitions de phase, ce qui peut aider à prévoir les instabilités;

existence d'une certaine "mémoire" du marché, causée soit par le caractère non instantané du processus d'apprentissage darwinien mentionné plus haut, soit par le fait que l'état d'équilibre du marché peut dépendre de ses environnements passés (dans le cas où deux "phases" possibles existent);

impact de l'hétérogénéité du marché sur le processus de prix.



Chapitre 5 . Les prédictions du modèle sont comparées au processus de prix réel observé sur le marché des changes $/DEM.  Ce processus est interprété comme la somme de trois processus, chacun sur une échelle de temps spécifique:

sur des échelles de temps très courtes (inférieures à quelques minutes), un bruit;

sur des échelles de temps courtes (quelques minutes à quelques heures), un processus très leptokurtique causé par la domination des traders à court terme, enclins à des stratégies imitatives qui mettent en jeu des flux d'information internes;

sur des échelles de temps plus longues (supérieures à quelques heures), un processus peu différent d'une marche au hasard, causé principalement par le flux d'information externe.

Les analyses expérimentales, sans être conclusives, notamment en raison de difficultés de mesure, fournissent un argument de plausibilité en faveur du modèle.



Conclusion. La conclusion résume ce que l'approche peut et ne peut pas apporter, propose des directions pour des recherches ultérieures, et mentionne une possibilité d'application à la prévision à court terme  sur les marchés des changes.

�Résumé
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Les marchés sont modélisés comme de grands groupes de comportements évolutifs.

( Parce que ce sont de grands groupes de comportements en interaction, les outils généraux de la mécanique statistique peuvent leur être appliqués, de même qu'à de nombreux autres types de systèmes constitués de nombreux sous-systèmes en interaction.

( Cependant, parce que les comportements individuels sont modélisés ici comme "évolutifs" (au sens de: régis par la "loi de sélection naturelle"), les marchés ont des spécificités que l'on ne rencontre pas lorsque l'on modélise d'autres types de systèmes.

Je ne tente pas de modéliser le flux d'information arrivant sur le marché; au contraire, je vise à modéliser comment un marché réagit à un flux d'information donné.

La description n'est pas déterministe: les paramètres qui décrivent le marché fluctuent autour de valeurs moyennes.  Les fluctuations qui en résultent ("microvolatilité") sont en général petites.

L'arrivée d'un flux d'information déclenche une augmentation, puis une diminution de la "microvolatilité".

Le modèle peut aider à interpréter la persistance de la volatilité observée expérimentalement sur les marchés réels.

Dans certains cas critiques, alors même que les lois de comportement de chaque participant au marché sont linéaires, les interactions entre participants créent des phénomènes qui se renforcent d'eux-mêmes et peuvent rendre le marché instable, c'est-à-dire susceptible de réagir fortement à une information dont l'impact est habituellement faible.  Les grands sauts de prix qui en résultent créent de la leptokurtosicité dans le processus de prix.

Avant le déclenchement de ces instabilités, le modèle prédit que la microvolatilité augmente fortement.  Cela semble confirmé expérimentalement, et peut procurer un prédicteur d'instabilités.

Le modèle aide à expliquer pourquoi le processus de prix observé sur les marchés réels diverge du mouvement brownien découlant des versions primaires de l'efficience des marchés.

L'hypothèse d'efficience des marchés n'est pas invalidée: elle apparaît comme une limite asymptotique, dont les marchés sont rarement éloignés.

Parmi les applications pratiques possibles figure la prévision d'instabilités.

�

�Synthèse de la démarche
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��L'appendice A décrit certaines caractéristiques du marché $/DEM qui montrent que le mouvement brownien est un descripteur imparfait du processus de prix sur ce marché;

L'appendice B détaille certains compléments aux chapitres 2 et 3;

L'appendice C rappelle certains résultats relatifs à la théorie de l'utilité classique comme cas particulier du modèle;

L'appendice D modélise des évolutions de marchés;

L'appendice E résume les similarités et les différences  avec la physique et la théorie de l'information qui apparaissent lorsque l'on applique comme cela est fait ici la mécanique statistique à la finance.



Les renvois à la bibliographie, située à la fin du document, sont notés dans le corps du texte par des nombres entre crochets tels que [1.2.3].
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Introduction: aux marges de l'efficience des marchés�

L'hypothèse d'efficience des marchés�

La plupart des développements survenus en finance depuis les trente dernières années sont fondés sur le concept d'efficience des marchés.

Comme toute théorie des marchés, l'hypothèse d'efficience des marchés propose:

une explication de la manière dont les marchés fonctionnent;

une description du processus de prix qui en résulte.

Une explication: adaptation instantanée aux nouvelles

Le fondement de l'hypothèse d'efficience des marchés est que le marché est si compétitif qu'il s'adapte presque instantanément à une nouvelle information: les participants qui ne s'adaptent pas rapidement font un profit plus faible que ceux qui tirent avantage des opportunités d'arbitrage et ainsi disparaissent rapidement ou modifient leur comportement selon un processus de sélection.  Aucun profit ne peut être réalisé en ramassant des billets de 1 $ car les billets perdus le sont de manière imprévisible et car quand par hasard ils sont perdus d'autres les ont déjà trouvés.

Une description: le processus de prix

Une conséquence de cette hypothèse sur la manière dont les marchés fonctionnent est que les prix reflètent toute l'information disponible�: les prix futurs diffèrent des prix présents seulement si les acheteurs ou les vendeurs reçoivent une nouvelle information, qui, par définition, est imprévisible ("random", aléatoire).

Cela implique que les rendements (en fait, leur logarithme) suivent une marche au hasard: si le prix est prévisible le marché n'est même pas faiblement efficient.

Moyennant l'hypothèse supplémentaire que la standard déviation des rendements existe et est constante, il a alors été montré, en utilisant la "loi des grands nombres", que la distribution des rendements (en fait, de leurs logarithmes) doit suivre en mouvement brownien.

Conséquences

L'efficience des marchés est le fondement des deux théories financières qui ont rencontré le plus de succès au cours des trente dernières années:

la relation entre rendement et risque incluse dans le modèle CAPM;

et la théorie de la valorisation des produits dérivés par des modèles d'arbitrage tels que celui de Black & Scholes.

Le fondement de la première théorie est l'existence d'une frontière dans le plan risque/rendement au-delà de laquelle il est impossible d'aller: pour un niveau de risque donné (mesuré par la standard déviation du rendement), il y a un rendement maximum qui ne peut être excédé: aucun profit ne peut être réalisé en essayant de prévoir le prix d'un actif, au-delà de la prime de risque associée au niveau de risque de l'actif et du profit sur l'actif sans risque.

La seconde théorie permet de se déplacer le long de cette frontière en construisant et valorisant des instruments par lesquels tout niveau donné de risque peut être atteint.  Le long de cette frontière, le risque est transféré (échangé contre un rendement plus faible), il n'est pas réduit.

Défis pratiques à l'efficience des marchés

L'hypothèse d'efficience des marchés a été testée extensivement au cours des trente dernières années.

La plupart des études ont examiné si le logarithme des rendements suit un mouvement brownien ("lognormalité des rendements"), ont conclu positivement, et en ont déduit que les marchés sont au moins faiblement efficients.

Néanmoins, plusieurs anomalies par rapport à l'hypothèse d'efficience des marchés sont apparues de manière répétée.

D'une part, l'analyse technique, qui n'est pas compatible avec l'hypothèse d'efficience des marchés, a connu un grand succès (cf. � REF _Ref289486936 \n �0.2.1� ci-après).

D'autre part, certaines études ont montré de manière répétée que le logarithme des rendements ne suit pas une loi lognormale. (cf. � REF _Ref289487025 \n �0.2.2� ci-après).

Confrontés à ces défis, les théoriciens ont réagi en affinant l'hypothèse d'efficience des marchés (cf. � REF _Ref289487057 \n �0.3� ci-après).

Efficience des marchés contre analyse technique

Il y a un contraste frappant entre:

le corollaire de l'hypothèse d'efficience des marchés, qu'il n'est pas possible de prévoir le prix futur à partir d'une analyse du prix passé;

et la pratique de l'"analyse technique" dans les salles de marché.



Les praticiens de l'analyse technique� considèrent, fondamentalement, que des profils de prix répétitifs existent.  Pour les reconnaître, ils utilisent des techniques de reconnaissance de forme simples (graphes�) ou compliquées (réseaux de neurones).  Ils construisent ensuite des stratégies qui tirent avantage de ces profils répétitifs.

La plupart de ces stratégies sont imitatives ("trend-following"): on identifie une période pendant laquelle le prix est supposé augmenter�, on achète quand le prix commence à augmenter, puis on vend avant qu'il ne diminue.  Certaines stratégies sont dites contrariennes: on identifie une période pendant laquelle le prix est supposé d'abord augmenter puis retomber à un niveau plus bas, on vend quand le prix augmente, puis on achète après qu'il soit retombé.  Toutes les stratégies consistent à tirer un avantage maximal d'un profil de prix répétitif.

Si les marchés étaient efficients, et si l'analyse technique était aussi inutile que les tenants de l'efficience des marchés le soutiennent, l'on peut se demander pourquoi les praticiens de l'analyse technique n'ont pas encore été éliminés du marché, par "sélection naturelle" du plus profitable�.

Défis à l'hypothèse de lognormalité des rendements

D'une part, de récentes analyses ont souligné le caractère en général peu significatif des tests de lognormalité des rendements�.

D'autre part, de nombreuses études récentes ont explicitement rejeté l'hypothèse de lognormalité des rendements.

Par exemple, il a été montré de manière répétée� que:

la distribution du logarithme des rendements est leptokurtique� (alors qu'un mouvement brownien implique une kurtosis nulle);

le carré et la valeur absolue des logarithmes des rendements sont autocorrélés de manière significative (ce qui implique qu'une forte volatilité sera probablement suivie d'une forte volatilité, et qu'une faible volatilité sera probablement suivie d'une faible volatilité: la volatilité "persiste", "s'agglutine", les marchés peuvent avoir une "mémoire" de leur volatilité passée�); l'autocorrélation décroît hyperboliquement� avec l'ordre d'autocorrélation;

la standard déviation et la valeur absolue du logarithme des rendements n'augmentent pas comme la racine carrée du pas de temps sur lequel elles sont mesurées (ce qui serait le cas dans l'hypothèse d'un mouvement brownien)�;

l'exposant de Hurst associé aux rendements n'est pas 0.5 (qui est sa valeur pour un mouvement brownien)�.

Ces propriétés impliquent, d'une manière générale, que les rendements très grands et très faibles sont plus fréquents que si les rendements étaient lognormaux, et que le marché a une certaine "mémoire".

Il a aussi été montré que les prix sur-réagissent ("overreact") à l'information�, qu'ils font preuve de " mean-reversion"�, que les rendements montrent une certaine périodicité�, etc.�.

J'ai testé certaines de ces propriétés des rendements (leptokurtosicité, autocorrélation, lois d'échelle) sur des séries de prix observées sur le marché $/DEM interbancaire.  Les résultats sont mentionnés en appendice A.

�Affinement de l'hypothèse d'efficience des marchés

Les différences entre la distribution observée des rendements et la distribution associée à un mouvement brownien ont conduit les théoriciens à affiner l'hypothèse d'efficience des marchés, en ce qui concerne à la fois la description et l'explication du processus de prix.

Affinement de la description du processus de prix

Plusieurs manières d'affiner la description du processus de prix par la lognormalité des rendements ont été proposées.

Mouvement brownien caché

Le mouvement brownien est le processus proposé par l'hypothèse d'efficience des marchés pour le logarithme des rendements.

Les rendements observés ne suivant pas un tel processus, l'idée est ici de considérer qu'il y a bien un mouvement brownien, mais qu'il est caché et que le processus observé est une fonction simple de ce mouvement brownien caché.  Cette fonction est choisie de telle sorte que le processus résultant présente certaines des propriétés du processus observé.



Les descriptions suivantes ont été proposées:

autorégressive (AR),

moyenne mobile (moving average, MA),

moyenne mobile autorégressive (ARMA),

moyenne mobile intégrée autorégressive (ARIMA),

hétéroskédastique conditionnelle autorégressive (ARCH),

hétéroskédastique conditionnelle autorégressive généralisée (GARCH).

Les deux dernières descriptions en particulier sont cohérentes avec la leptokurtosicité du processus de prix observé.

Mouvement brownien subordonné

L'idée est ici de considérer que les rendements sont lognormaux, non par rapport au temps physique, mais par rapport à un temps synthétique qui est lui-même un processus stochastique.  Cela aide en particulier à interpréter la leptokurtosicité�.

Mouvement brownien fractionnel

La pertinence de l'hypothèse d'existence de la standard déviation des rendements, qui est nécessaire pour déduire la lognormalité des rendements de l'hypothèse d'efficience des marchés, a été remise en question.

Il a été proposé de substituer à cette hypothèse et à l'hypothèse d'indépendance des rendements successifs l'hypothèse de l'invariance de la forme du processus par rapport à un changement d'échelle de temps.  Cela a conduit � REF _Ref296740207 \* MERGEFORMAT �Mandelbrot, Benoît� [� REF _Ref296740207 \n �1.6.1�] à suggérer que les distributions Levy-stables ("mouvement brownien fractionnel ") décrivent mieux les distributions observées que la loi lognormale�.



Affinement de l'explication du processus de prix

Quelle que soit la loi mathématique considérée comme décrivant le mieux le mouvement observé des prix, il faut expliquer pourquoi le processus observé diverge d'un processus lognormal.

Le processus de prix peut être considéré comme le résultat de:

la structure du marché, qui détermine l'effet sur le prix d'un flux d'information externe donné;

et d'un flux d'information externe.
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Mises à part celles consistant à considérer que le flux d'information n'est pas stable dans le temps, les explications proposées pour les différences entre le processus observé et un processus lognormal sont centrées sur la structure du marché.

Il est apparu que la plupart des cas d'"inefficience" peuvent être interprétés comme le résultat de trois types de facteurs.  Le premier, l'existence de coûts de transaction est évident.  Les deux autres sont le caractère non instantané du processus d'adaptation et l'hétérogénéité des marchés�.



Coûts de transaction

Certains écarts�, réels ou apparents, par rapport à l'efficience des marchés, sont explicables par les coûts de transaction. 

Caractère non instantané du processus d'adaptation

D'autres écarts� sont causés par le caractère non instantané du processus d'adaptation: l'adaptation du marché à un nouveau flux d'information peut prendre un certain temps: pendant ce temps, les participants qui apprennent rapidement battent temporairement ceux qui apprennent lentement�.  Quoique de telles inefficacités disparaissent après un certain temps, des profits considérables peuvent parfois être réalisés pendant plusieurs années�.

Hétérogénéité des marchés

D'autres écarts par rapport à l'efficience sont des effets de l'hétérogénéité des marchés: tous les participants ne participent pas au marché de la même façon�.

Un premier type d'hétérogénéité provient de ce que, quoique de nombreux participants  aient pour objectif de maximiser un profit réalisé sur leurs transactions (en vendant plus cher qu'ils n'achètent), la survie ou le succès de nombreux autres participants ne dépend pas du profit qu'ils réalisent sur leurs transactions: "liquidity traders"�, parieurs�, banques centrales�, gouvernements�, services fiscaux�, sociétés réalisant des opérations sur leurs propres actions�, etc.



De plus, au sein de chaque catégorie, tous les participants n'effectuent pas leurs transactions de la même façon:

l'information qui leur est accessible peut être différenciée; 

ils peuvent interpréter différemment une information donnée�;

ils peuvent avoir des horizons de temps différents� et peuvent travailler dans des fuseaux horaires différents�;

ils peuvent avoir des coûts de transaction différents;

ils peuvent avoir des attitudes par rapport au risque différentes;

etc.�



En particulier, des attitudes différentes par rapport au risque permettent la coexistence de "traders informés" ("informed traders") et de "traders sur bruit" ("noise traders")�. 



Sur un marché isolé, et à un horizon de temps infini, les hétérogénéités peuvent dans certains cas disparaître.  Quand le marché n'est pas isolé (ce qui permet à certains perdants de trouver en permanence de nouveaux fonds, et à de nouveaux venus d'entrer en permanence sur le marché) ou quand le temps nécessaire pour atteindre l'équilibre n'a pas été atteint, il n'y a pas de raison que le marché soit efficient.



Quand de telles hétérogénéités sont introduites dans un modèle d'évolution du marché,

(1) le prix d'équilibre,

(2) le temps nécessaire pour atteindre le prix d'équilibre,

(3) et le cheminement par lequel le prix atteint son niveau d'équilibre,

peuvent varier selon le type et la proportion des différents types de traders.

Les traders qui apprennent suffisamment vite sont capables d'identifier les profils de prix et d'en tirer un profit.  Lorsqu'un nombre suffisant de traders a identifié une opportunité de profit, elle disparaît et de nouveaux profils de prix émergent, mais alors les traders qui apprennent vite sont capables de déplacer leur attention sur les opportunités de profit présentées par les nouveaux profils de prix�.



Les développements qui précèdent ne changent pas le fait que l'efficience des marchés est la référence à laquelle toute autre théorie doit être comparée.  Que l'efficience du marché ne peut que croître fait peu de doute, la seule question est de savoir, dans chaque cas, si elle est éloignée de son maximum et comment elle progresse vers ce maximum.



Besoin de modèles explicatifs

La complexité de la structure du marché a créé un besoin de modèles capables d'en déduire le processus de prix.  De nombreux modèles de ce type ont été proposés �.

Ces modèles permettent de déduire de la structure du marché comment un flux d'information agit sur le processus de prix, en général en deux étapes:

ils établissent comment l'état d'un participant donné évolue, c'est-à-dire comment l'état de ce participant à l'instant t+1 ou t+n est déterminé par l'état du marché à l'instant t (ce sont donc des modèles  "multipériodiques");

ils agrègent les comportements individuels, utilisant en général des modèles probabilistes.



Objet du présent travail - plan

Le présent travail vise à modéliser comment un flux d'information donné influe sur le marché, pour une structure du marché donnée.

En tant que tel, il ne vise pas â modéliser le flux d'information externe, mais seulement à modéliser comment un marché réagit à un flux d'information donné.
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Comme le font les modèles susmentionnés, il modélise d'abord les comportements individuels des participants au marché, puis les agrège.



Sa spécificité consiste en les outils utilisés: agrégation de comportements évolutifs via la mécanique statistique:

Les comportements individuels sont modélisés comme des systèmes évolutifs, ce qui permet d'introduire les notions d'adaptation et d'apprentissage et de poser le problème;

le problème est ensuite reformulé et résolu de manière simple en utilisant des outils déjà utilisés sous le nom de mécanique statistique dans d'autres domaines pour agréger les comportements de systèmes constitués de nombreux sous-systèmes imparfaitement connus.



Par l'utilisation de ces outils puissants, une gamme étendue de phénomènes apparemment disconnectés peut être réduite à quelques concepts descriptifs.



En particulier, le modèle permet de modéliser deux des trois caractéristiques de la structure du marché soulignées plus haut et qui expliquent les inefficiences des marchés: caractère non instantané du processus d'adaptation et hétérogénéité.  La troisième caractéristique, les coûts de transaction, peuvent être modélisés mais je laisse cela pour une phase ultérieure.
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Le chapitre � REF _Ref305906371 \n �1� rappelle pourquoi et comment la mécanique statistique peut être et a été utilisée pour décrire les marchés financiers.



Les chapitres � REF _Ref305577608 \n �2� et � REF _Ref305906580 \n �3� modélisent le processus d'adaptation, en considérant le marché comme une collection de systèmes évolutifs (au sens darwinien du terme) dont le comportement est décrit par une équation d'évolution.  Le problème ainsi posé est reformulé et résolu en utilisant la mécanique statistique.



Le chapitre � REF _Ref292597822 \n �4� déduit des profils de comportement du marché à partir du modèle développé dans les chapitres � REF _Ref305577608 \n �2� et � REF _Ref305906580 \n �3�.  En particulier, il examine le cas de l'arrivée d'une information sur le marché et les instabilités créées par des comportements imitatifs.



Le chapitre � REF _Ref294330170 \n �5� compare les prédictions du modèle aux processus observés sur le marché des changes $/DEM, sur des échelles de temps allant jusqu'à deux jours.

Il apparaît que le modèle prédit plusieurs caractéristiques du processus de prix observé.



La conclusion résume l'approche, mentionne des directions pour des recherches supplémentaires, et examine l'application du modèle à la prévision à court terme sur les marchés des changes.

Elle souligne enfin que la présente approche ne rejette pas l'hypothèse d'efficience des marchés mais la considère simplement comme une asymptote.

�

Applications existantes de la mécanique statistique au comportement économique de groupe



La structure des groupes économiques tels que les marchés (grands systèmes constitués de nombreux sous-systèmes imparfaitement connus) a conduit d'assez nombreux auteurs à tenter d'appliquer les outils généraux de la mécanique statistique à leur description.

Pendant les trois dernières années en particulier, la remise en question de l'hypothèse d'efficience des marchés et la recherche de modèles expliquant, à partir de la structure des marchés, pourquoi les rendements ne sont pas lognormaux, ont induit un renouveau d'intérêt pour de telles tentatives.

Néanmoins, ces tentatives ont été réalisées de nombreuses manières différentes: il est important de distinguer clairement quel phénomène chaque approche tente de modéliser et quelles sont ses hypothèses fondamentales.

Après un rappel de généralités sur la mécanique statistique (cf.� REF _Ref294408456 \n �1.1�), je rappellerai pourquoi la mécanique statistique a pu apparaître comme un outil utile en finance (cf.� REF _Ref305202919 \n �1.2�).  Je mentionnerai ensuite quelques problèmes rencontrés lorsque l'on applique un tel outil théorique à la description des marchés et comment ces problèmes ont été résolus dans la littérature (cf.� REF _Ref305202954 \n �1.3�).  Je rappellerai enfin quelques approches existantes (cf.� REF _Ref305202789 \n �1.4�) et conclurai (cf.� REF _Ref316552789 \n �1.5�).

Mécanique statistique des grands systèmes

Problématique de la description des grands systèmes

La notion de système constitue un fondement du savoir: connaître un domaine, c'est discerner des catégories au sein de ce domaine, ainsi que des lois de transformation et d'interaction relatives à ces catégories ou sous-systèmes.  C'est discerner des sous-systèmes de plus en plus nombreux au sein du système global, chaque sous-système étant défini, d'une part par ce qui est commun au comportement de ses parties, d'autre part par ce qui différencie son comportement de celui des autres sous-systèmes.

Ainsi, la physique a d'abord distingué les substances chimiques, puis les molécules, les atomes, les particules élémentaires, et les sous-particules.  De manière semblable, la sociologie peut identifier des groupes de plus en plus nombreux et petits dans une société.  En finance, les marchés sont constitués de groupes d'individus souvent nombreux, qui peuvent être regroupés en un nombre plus ou moins grand de catégories.

Le dilemme auquel est confrontée la science est que, d'une part elle tend à expliquer les lois de comportements des systèmes par les lois de sous-systèmes de plus en plus simples, et d'autre part la connaissance de ces sous-systèmes devient de plus en plus imparfaite, du fait de difficultés de mesure� ou du fait d'un comportement apparemment désordonné et imprévisible des sous-systèmes.

Par "connaissance imparfaite", je veux simplement dire, qualitativement, que le comportement des sous-systèmes peut fluctuer considérablement autour de sa valeur prévue.

Ainsi, il est relativement facile de prévoir le nombre d'actions échangées à Wall Street un jour donné, avec une approximation d'un facteur 2.  Par contre, il est presque impossible de prévoir le nombre d'actions échangées ce même jour par un individu donné.  Cela est un résultat de la "loi des grands nombres": les fluctuations augmentent en général, relativement à la valeur moyenne, lorsque la taille d'un système décroît.

Le premier domaine où des outils ont été développés pour décrire aussi précisément que possible un grand système à partir d'une connaissance imparfaite de ses sous-systèmes a été la physique, mais ce type d'approche a depuis été appliqué (à des degrés divers) à d'autres domaines�, tels que:

modélisation des comportements de groupe, pour des systèmes aussi différents que des vers luisants, des bancs de poissons, des consommateurs, des systèmes d'intelligence artificielle tels que des réseaux de neurones�;

évolution des espèces et modélisation des écosystèmes�;

théorie de l'interaction spatiale ( par exemple, description du comportement des automobilistes sur un réseau d'autoroutes)�;

théorie du consommateur�;

théorie de l'assurance�.

Certaines applications de la mécanique statistique à la finance ont déjà été proposées (cf. � REF _Ref305202919 \n �1.2� à � REF _Ref316555264 \n �1.4� ci-après).

Je commente brièvement ci-après (cf.� REF _Ref305574708 \n �1.4� page � PAGEREF _Ref305574713 �37�) chacune de ces applications existantes.

Je regrouperai globalement ces approches sous le terme de "mécanique statistique".



Les trois hypothèses principales

Les trois hypothèses principales de la mécanique statistique sont:

structure discrète;

probabilisabilité et grands nombres;

lois de conservation.



 Structure discrète

La structure est discrète sous plusieurs angles:

D'une part, le système peut être décomposé en un certain nombre de sous-systèmes individuels.

D'autre part, les sous-systèmes sont caractérisés par des paramètres qui sont eux-mêmes discrets.

Finalement, dans certains cas, le temps lui-même peut être décomposé en petits intervalles de temps.

Le caractère discret de la structure permet de décompter les "états élémentaires" possibles des systèmes.  Néanmoins, une fois ce décompte effectué, le résultat est souvent approximé par une variable discrète.

 Probabilisabilité et grands nombres

Une fois identifiés les "états élémentaires" possibles des systèmes, l'on fait l'hypothèse que le système peut être décrit par sa probabilité de se trouver dans chaque état élémentaire.  Pour décrire l'évolution du système, on construit la loi qui décrit l'évolution de la probabilité des différents états élémentaires.

Cette loi est obtenue en observant que � EMBED Equation.2  ���, variation par unité de temps de la probabilité de l'état élémentaire xi, est égale:

au flux des états xj (j(i) vers l'état xi , 

moins le flux de l'état xi vers les états xj  (j(i).

Le premier flux est égal à: � EMBED Equation.2  ��� où aji est la probabilité de transition par unité de temps de l'état xj vers l'état xi .

Le second flux est égal à: � EMBED Equation.2  ���.

Finalement, on obtient:

� EMBED Equation.2  ���

où q�(xi,t) est la probabilité de trouver l'état élémentaire xi à l'instant t.  aij est la probabilité de transition par unité de temps de l'état xi à l'état xj.  Si l'on connaît les aij, on peut résoudre l'équation, en déduire les valeurs d'équilibre� (c'est-à-dire, les valeurs à t-() des q(xi,t), et en déduire comment le système évolue vers l'équilibre.

Les hypothèses faites sur les probabilités de transition aij déterminent toutes les propriétés du système.  Elles doivent être faites au cas par cas, sur la base de lois d'évolution sous-jacentes propres aux sous-systèmes élémentaires.

En physique, la loi d'évolution sous-jacente dérive de la mécanique quantique.  L'équation d'évolution est appelée "équation maîtresse" et tous les aij  (avec i(j) sont positifs et constants dans le temps.  De plus, pour un système isolé, les aij sont symétriques (aij=aji)�.  C'est l'invariance par renversement du temps des lois fondamentales de la physique qui assure la symétrie des aij pour les systèmes isolés�.

Hors de la physique, la mécanique quantique n'ayant aucune raison de s'appliquer, l'équation d'évolution n'a a priori aucune raison d'être la même qu'en physique�.  En particulier, dès que les lois fondamentales qui gouvernent les sous-systèmes ne sont pas invariantes par renversement du temps, les probabilités de transition aij n'ont a priori aucune raison d'être symétriques pour un système isolé.  Les comportements qui en résultent peuvent être très différents des comportements physiques.

Par exemple, dans l'approche proposée dans le présent document pour décrire les systèmes financiers tels que les marchés (cf. ch.� REF _Ref305577608 \n �2�), la loi d'évolution sous-jacente des comportements des sous-systèmes individuels est la loi de "sélection naturelle" ou de "survie du plus adapté".  Elle évalue la probabilité de survie d'un comportement donné après un certain temps dans un environnement donné.  Elle n'est pas invariante par renversement du temps.  Elle conduit à une équation d'évolution qui n'a pas la forme de l'équation maîtresse de la physique, et à des comportements qui diffèrent clairement des comportements rencontrés en physique.

Dans chaque cas, il convient de préciser clairement comment le système est probabilisé, c'est-à-dire ce que sont les états élémentaires et ce que sont les probabilités de transition (de quels phénomènes sous-jacents elles rendent compte).  Cf.� REF _Ref305202954 \n �1.3� page � PAGEREF _Ref305202954 �33�.

L'hypothèse que le nombre de sous-systèmes est grand permet des approximations probabilistes, et en particulier permet des approximations de type "grands nombres", lors de la construction et de la résolution de l'équation d'évolution.



Lois de conservation

Pendant une transformation du système, certaines quantités sont constantes.  Ce peuvent être par exemple:

le nombre de constituants du système;

en physique, l'énergie (différentes définitions de l'énergie étant possibles), ou le volume d'un corps;

en finance, la masse monétaire (différentes définitions de la masse monétaire étant possibles), ou le nombre d'actions d'une société.



Ces lois de conservation sont des contraintes sous lesquelles l'équation d'évolution mentionnée plus haut doit être résolue.



Résultats: une formulation variationnelle, fluctuations

Transformation d'une formulation probabiliste en une formulation variationnelle

L'approche probabiliste produit des valeurs des paramètres observables qui sont des valeurs moyennes.

Si les distributions de probabilité sur lesquelles ces valeurs moyennes sont basées sont très pointues�, telles que des distributions gaussiennes pointues (du fait de la "loi des grands nombres" ou pour toute autre raison), l'on peut approximer le mode de ces paramètres par leur valeur moyenne (ce qui revient à faire l'approximation que le système est dans son état le plus probable).

Alors, le problème d'intégration compliqué:

� EMBED Equation.2  ���, où D est le domaine des valeurs de u qui satisfont les lois de conservation,

est remplacé par le problème beaucoup plus simple de maximisation:

� EMBED Equation.2  ��� où    � EMBED Equation.2  ���.

La maximisation de la probabilité produit ainsi une formulation variationnelle.

La transformation d'une formulation probabiliste en une formulation variationnelle est un des fondements de la méthode.

Cette formulation variationnelle, à son tour, peut être identifiée à des formulations variationnelles découlant d'approches (a priori) complètement différentes, telles que le formalisme de la maximisation de l'entropie (thermodynamique classique) en physique et, ainsi qu'on l'expose plus loin, le formalisme de la maximisation de l'utilité en finance et en économie (théorie de l'utilité classique�).

Le problème de la maximisation de p(u) est ensuite résolu par résolution de l'équation d'évolution.

Solution de l'équation d'évolution

La solution de l'équation d'évolution dépend de la forme de l'équation:

En physique, où l'équation d'évolution est l'"équation maîtresse" mentionnée plus haut, la solution asymptotique à t=( pour un système isolé est que tous les q(xi,t) sont égaux: à l'équilibre, tous les états élémentaires sont équiprobables�.  �Si l'on observe, non des états élémentaires, mais des classes d'états élémentaires, la probabilité d'observer une classe est proportionnelle au nombre d'états élémentaires qu'elle contient.  La classe la plus probable à t=( est donc la classe qui contient le plus grand nombre d'états élémentaires.

Un cas fréquent est celui où un système est constitué de N sous-systèmes identiques et où une classe est définie par le nombre de sous-systèmes identiques Ni qui appartiennent à des sous-classes i, i=1,...,m.  Il se trouve qu'alors le nombre d'états élémentaires dans la classe définie par N1,...,Nm est égal à un coefficient multinomial: � EMBED Equation.2  ���.  En posant pi=Ni/N (pi est la probabilité qu'un sous-système choisi au hasard appartienne à la sous-classe i) et en utilisant la formule de Stirling (les Ni étant supposés grands), on obtient: � EMBED Equation.2  ���.  

Ainsi fait son apparition la "fonction entropie" � EMBED Equation.2  ���, qui est bien connue en théorie de l'information, où elle mesure la quantité d'information manquante.  La maximisation du nombre d'états élémentaires à l'équilibre est ainsi équivalente à la maximisation de la quantité d'information manquante.

Toute description d'un système constitué de nombreux sous-systèmes identiques fondée sur une équation d'évolution similaire à l'équation maîtresse débouche sur la maximisation de la quantité d'information manquante pour un système isolé�.

Hors de la physique, la mécanique quantique ne s'appliquant pas, l'équation d'évolution n'a a priori aucune raison d'être la même qu'en physique.  Néanmoins, si la solution q(x,t) converge lorsque t tend vers ( vers une fonction très pointue, l'état asymptotique à t-( peut être considéré comme l'état où q(x) est maximal par rapport à x: il correspond encore à l'état qui maximise, sous réserve de fluctuations, une certaine fonction.

Par exemple, dans l'approche proposée dans le présent document (cf. ch.� REF _Ref305577608 \n �2�), la loi d'évolution sous-jacente, fondée sur la "loi de sélection naturelle" ou "loi de survie du plus adapté", conduit à une équation d'évolution qui n'a pas la forme de l'équation maîtresse de la physique, et à des comportements qui présentent des différences majeures par rapport aux comportements rencontrés en physique.  Néanmoins, l'état asymptotique du système à t=( est une gaussienne très pointue ou une "fonction" de Dirac, et l'état le plus probable correspond toujours au maximum d'une certaine fonction, notée S, qui mesure la "survivabilité" des différents comportements possibles�.

Les lois de conservation imposées au système (cf. � REF _Ref310220740 \n �1.1.2.3� page � PAGEREF _Ref310220740 �27�) sont les contraintes sous lesquelles la maximisation est réalisée.  En utilisant la méthode de Lagrange, on peut introduire un paramètre de Lagrange pour chaque contrainte.

Deux différences majeures

La mécanique statistique permet de transformer une formulation probabiliste en une formulation variationnelle.

Néanmoins, il y a deux différences entre la formulation variationnelle qui découle de la mécanique statistique et la formulation variationnelle classique (fondée en physique sur l'"entropie" de la thermodynamique classique et en théorie du comportement sur l'utilité classique).

La première différence réside dans l'origine de la fonction maximisée.

Dans la formulation variationnelle classique, l'existence d'une fonction telle que le système se comporte de manière à la maximiser est, selon la présentation�:

soit directement postulée;

soit déduite de quelques hypothèses, dont la plus importante est le déterminisme.  Cf. appendice C.

Dans l'approche dérivée de la mécanique statistique, l'existence d'une fonction maximisée dérive des trois hypothèses mentionnées plus haut.  Ces trois hypothèse sont relatives à la structure du système elle-même et sont plus intuitives que l'hypothèse ex nihilo d'existence d'une fonction maximisée et moins exigeantes que l'hypothèse de déterminisme.



La seconde différence réside dans la nature de la maximisation.

Dans la formulation variationnelle classique, à l'équilibre, la fonction est maximisée à tout instant: cette formulation est déterministe.

Dans l'approche dérivée de la mécanique statistique, la fonction n'est maximisée qu'en moyenne, sous réserve de fluctuations: cette formulation n'est pas déterministe, elle permet des fluctuations de comportement.



Pourquoi tenter d'appliquer le formalisme de la mécanique statistique à la finance

Comme souligné dans l'introduction (cf. � REF _Ref294015864 \n �0.3.2� page � PAGEREF _Ref294015864 �16�), le processus de prix sur les marchés financiers peut être considéré comme le résultat de deux facteurs: d'une part, le flux d'information externe d'autre part, la structure du marché, qui détermine l'impact d'un flux d'information donné sur le prix.

Ces deux facteurs ne sont pas du tout déterministes.  Leur non-déterminisme pose deux problèmes distincts, qui débouchent sur deux perspectives très différentes.

Un premier problème est que, quoique les flux futurs d'information externe (tels que les coups d'état à venir), et donc les prix futurs, sont inconnus, l'on doit évaluer des actifs qui dépendent de ces prix futurs.  En faisant l'hypothèse que les prix des actifs sous-jacents suivent certaines lois de probabilité dans le temps (par exemple, la loi de lognormalité des rendements), et en utilisant d'autres hypothèses (par exemple, absence d'arbitrage), l'on peut évaluer de tels actifs.  Ce problème, celui de la valorisation des produits dérivés, a été le segment de la finance qui a connu la plus forte croissance au cours des vingt dernières années.  La plupart des outils utilisés pour le résoudre n'utilisent pas la mécanique statistique.  Néanmoins, ce problème présente certaines similarités avec la problématique de la mécanique statistique exposée plus haut, si l'on considère que les "états" possibles du système sont caractérisés par les prix possibles de l'actif sous-jacent.  C'est ainsi qu'ont été proposées pour étudier le problème de la valorisation des produits dérivés des approches fondées sur l'utilisation de la mécanique statistique.  Cf. une synthèse dans � REF _Ref316704108 \* MERGEFORMAT �Stutzer, Michael� [� REF _Ref316704108 \n �2.8.9�]�.  Dans ces approches, la capacité de la fonction entropie à mesurer le risque revêt une importance particulière.  Cf. Stutzer [� REF _Ref316704844 \n �2.8.10�] et [� REF _Ref316706215 \n �2.8.11�].  Cette première perspective n'est pas celle du présent document, et les développements qui suivent ne s'y appliquent pas.

une second problème est que, non seulement les flux d'information futurs sont inconnus, mais la structure du marché elle-même, qui détermine comment le marché réagit à un flux d'information externe donné, est imparfaitement connue: il y a de nombreux participants au marché, qui ne sont pas toujours observables individuellement, , leur comportement n'est pas nécessairement déterministe pour un état donné de l'information.  Ainsi, si l'on essaie d'étudier comment le marché réagit à un flux d'information donné, on doit étudier un système complexe et probabiliste, et l'idée d'essayer d'utiliser la mécanique statistique vient alors naturellement.  Cette seconde perspective est la perspective du présent document.

Deux raisons exposées ci-après permettent de penser qu'une telle perspective peut présenter un intérêt.



Une similarité structurale

La similarité structurale entre marchés financiers et systèmes physiques, grands systèmes constitués de nombreux sous-systèmes en interaction (participants au marché dans le premier cas, atomes, particules, etc. dans le second cas) a été relevée depuis longtemps.  Dans les deux cas, les systèmes sont soumis à des contraintes (lois de conservation) et ont un grand nombre de degrés de liberté internes (les paramètres qui décrivent les sous-systèmes: par exemple, numéraire détenu par les individus en finance, énergie des molécules en physique).

Cette similarité s'étend aux phénomènes d'interaction, et en particulier aux phénomènes d'imitation entre constituants élémentaires:  il a été observé depuis longtemps que les marchés, qualitativement, "ressemblent" à des ensembles d'aimants qui s'alignent ou ne s'alignent pas tous dans la même direction:

D'une part, il a été largement  reconnu que les phénomènes d'imitation collective peuvent aider à expliquer que le prix dévie de sa valeur "fondamentale".  En particulier, le crash de 1987 n'a pas pu être expliqué par l'arrivée d'une information de taille proportionnée à la chute des prix, et seuls des comportements imitatifs autorenforçants peuvent l'expliquer.  D'où de nombreux modèles développés depuis lors pour décrire les comportements financiers imitatifs� et rendre compte des "modes, "bulles", etc.

D'autre part, la mécanique statistique a été particulièrement efficace pour décrire les comportements imitatifs de groupe rencontrés en physique, tels que le ferromagnétisme.  Dans ce dernier cas, elle permet de modéliser l'interaction entre de grands nombres de petits aimants placés dans un champ magnétique externe (via des modèles tels que le "modèle d'Ising").

Dès lors, il était tentant d'utiliser la mécanique statistique pour décrire les comportements financiers collectifs.  L'analogie entre phénomènes autorenforçants en physique et en finance a été un thème majeur de ce type d'approche et a conduit à de nombreux modèles financiers "de type Ising" analogues au modèle d'Ising utilisé en ferromagnétisme.  En particulier, les similarités entre d'une part les instabilités liées aux transitions de phase en physique et d'autre part les instabilités rencontrées en finance ont été soulignées.



Cohérence avec le formalisme variationnel de l'utilité

Une raison supplémentaire de tenter d'appliquer le formalisme de la mécanique statistique à la finance a été que ce formalisme est asymptotiquement cohérent avec un formalisme variationnel: il permet de définir une fonction telle que les marchés tendent à se comporter de manière à la maximiser (sous réserve de fluctuations).

Outre que le "sens commun" décrit déjà fréquemment les marchés selon une formulation variationnelle�, un tel formalisme variationnel existe déjà en théorie financière et économique: celui de la théorie classique de l'utilité�.

D'où l'idée de rechercher si le formalisme asymptotique variationnel qui découle d'une description des marchés fondée sur la mécanique statistique peut être raccordé de manière cohérente au formalisme variationnel préexistant de l'utilité.  

Une propriété cruciale de la fonction d'utilité classique, lorsqu'elle est appliquée au problème de l'agrégation des comportements, est l'extensivité: pour des individus indépendants, elle est additive. (cf. appendice C).  Dès lors, si un raccordement cohérent avec l'utilité classique est possible, la fonction maximisée par le groupe des participants au marché dans l'approche statistique devrait, lorsque les participants se comportent indépendamment l'un de l'autre, être égales à la somme de fonctions individuelles présentant les propriétés de fonctions d'utilité individuelles.



Malgré ces deux raisons de tenter d'appliquer le formalisme de la mécanique statistique à la finance, il faut conserver à l'esprit que l'analogie entre systèmes physiques et humains souffre de limitations majeures.  Les "états possibles" et les probabilités de transition utilisés en physique découlent principalement de la mécanique quantique, qui n'a bien évidemment pas d'équivalent dans les sciences humaines telles que la finance.  Par ailleurs, il est clair que l'apprentissage joue un rôle beaucoup plus important dans les systèmes humains que dans les systèmes physiques.

Aussi faut-il être très prudent, et essayer d'éviter de transposer aveuglément des concepts d'un domaine à l'autre.



Quelques problèmes posés par l'application de la mécanique statistique aux marchés financiers

Lorsque l'on tente d'appliquer le formalisme général de la mécanique statistique aux marchés financiers�, il convient de préciser la forme prise par les hypothèses mentionnées plus haut.

Les hypothèses portant sur le caractère discret des variables ne posent pas de problèmes majeurs:

Il faut spécifier ce que sont les sous-systèmes.  Toutes les approches existantes considèrent que les sous-systèmes élémentaires sont les participants au marché, à l'exception de � REF _Ref286634491 \* MERGEFORMAT �Vaga, Tonis� [� REF _Ref286634491 \n �2.8.8�] qui considère que ce sont les groupes d'industries, ce qui constitue une différence fondamentale�.

Les actifs sont échangés par quantités discrètes (par unités monétaires au moins).

Le temps peut être discrétisé.  Cette approximation semble plausible (et souvent l'unité de temps élémentaire est évidente: c'est l'intervalle de temps après lequel le résultat d'un comportement est évalué et la décision relative au comportement suivant prise).

Les hypothèses relatives aux grands nombres sont évidemment beaucoup moins satisfaites sur les marchés que dans le cas de la plupart des systèmes physiques (où le nombre de sous-systèmes en interaction est de l'ordre de 1024), mais il y a néanmoins des marchés très liquides (comme le marché des changes�).

L'existence de lois de conservation en finance est évidente.  Par exemple, sur les marchés des changes au comptant, si les banques centrales n'interviennent pas, les masses monétaires sont constantes.  Les banques centrales peuvent aussi maintenir le taux de change à un niveau constant en ajustant la masse monétaire au niveau approprié.

La probabilisation du système est la difficulté principale lorsque l'on applique le formalisme général de la mécanique statistique aux marchés financiers.

Comme on l'a souligné plus haut en � REF _Ref316714978 \n �1.1.2.2� page � PAGEREF _Ref316714997 �25�, il faut spécifier clairement dans chaque cas comment le système est probabilisé, c'est-à-dire ce que sont les états élémentaires et ce que sont les probabilités de transition (de quels phénomènes sous-jacents elles rendent compte).

La probabilisation peut prendre plusieurs formes dans les applications existantes de la mécanique statistique à la finance.

Un premier type de probabilisation est fourni par les approches de type préférences aléatoires et demandes aléatoires (� REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�], � REF _Ref316457663 \* MERGEFORMAT �Brock, William A.� [� REF _Ref316457663 \n �2.8.2�] et [� REF _Ref316457669 \n �2.8.3�], � REF _Ref316432941 \* MERGEFORMAT �Brock, William A., LeBaron, Blake D.� [� REF _Ref316432941 \n �2.8.4�]).  Ces approches font l'hypothèse que les préférences sont aléatoires, elles ne l'expliquent pas.  Elles font l'hypothèse que les individus peuvent passer, de manière aléatoire, d'une préférence ou demande à une autre, les probabilités de transition étant constantes mais non symétriques (elles sont égales à la probabilité du nouveau comportement adopté par les individus).  L'équation d'évolution équivalente implicite est similaire à l'équation maîtresse de la physique mentionnée plus haut, dans le cas d'un système en contact avec un thermostat (donc non isolé).  La loi de probabilité des préférences aléatoires étant donnée, la loi de probabilité pour l'état du marché met en jeu une "énergie libre" qui doit être minimisée pour trouver l'état le plus probable du marché, ainsi qu'une "entropie de marché".  Un équivalent de l'inverse de la température de la physique (noté () apparaît également. 

Plusieurs remarques peuvent être formulées sur ce type d'approche.

L'hypothèse d'existence de comportements aléatoires (que ce soient des comportements caractérisés par une "préférence", une "demande", une "utilité", une "opinion", ou toute autre caractérisation) n'est pas insignifiante.  Ces modèles n'expliquent pas pourquoi les individus changeraient de comportement de cette manière aléatoire.  On peut comprendre que les comportements des individus ne soient pas exactement constants, mais oscillent légèrement autour d'un comportement "moyen": de petits changements de comportement correspondent de fait à la réalité�.  Il est beaucoup plus difficile de comprendre pourquoi les individus oscilleraient en permanence entre des comportements très différents: juste après l'arrivée d'une information sur un marché, on peut accepter qu'il y ait des changements de comportements abrupts (mais non nécessairement aléatoires), mais après un certain temps, de tels changements abrupts devraient être beaucoup moins fréquents car on voit mal pourquoi les individus "changeraient d'avis" drastiquement à l'équilibre�.  Par exemple, sur un marché, on peut admettre qu'il y a une certaine proportion de participants haussiers et baissiers, et que ces proportions changent dans le temps, mais il semble audacieux de supposer qu'à l'équilibre chaque individu oscille en permanence entre les comportements haussier et baissier.  La même remarque s'applique aussi à de nombreux modèles de comportement financier collectif de type "Ising", tels que � REF _Ref306358045 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref306358919 \n �2.8.5�], � REF _Ref286633800 \* MERGEFORMAT �Callen, Earl, Shapero, Don� [� REF _Ref286633800 \n �2.2.3�], � REF _Ref286634491 \* MERGEFORMAT �Vaga, Tonis� [� REF _Ref286634491 \n �2.8.8�], qui poussent peut-être trop loin l'analogie entre comportements physiques et humains.  Les spins, objets quantiques, peuvent osciller en permanence entre un comportement et un autre, mais cela ne semble pas vrai des êtres humains: un être humain n'oscille pas en permanence entre des comportements opposés, il peut seulement fluctuer entre des comportements voisins�.

� REF _Ref316457663 \* MERGEFORMAT �Brock, William A.� [� REF _Ref316457669 \n �2.8.3�] mentionne que ce type de "modélisation est parfois critiqué en économie parce qu'il est dit qu'il n'y a pas d'interprétation naturelle du paramètre 'température inverse' (".  Quoiqu'il mentionne que "cet argument a ses mérites", il interprète ce paramètre dans son modèle comme "simplement l'intensité de choix et [...] une mesure du niveau de précision ("sharpness") dans le choix".  Cette interprétation ne paraît pas si naturelle�.

L'"entropie de marché" introduite par ces approches est construite à partir de probabilités qui mesurent le caractère aléatoire des préférences.  Si les individus se comportent de manière indépendante les uns des autres, l'entropie de marché est la somme des entropies individuelles.  Par construction, cette entropie mesure le caractère plus ou moins aléatoire des comportements des individus (elle est égale à zéro si les comportements ne sont pas aléatoires, elle augmente s'ils sont davantage aléatoires), elle ne mesure pas leur caractère plus ou moins "préférable" (par exemple, si les individus sont décrits via une fonction d'utilité aléatoire, l'utilité moyenne peut diminuer alors que son caractère aléatoire, et donc l'"entropie de marché", augmentent).  Ainsi, quoique la description sur laquelle ces modèles débouchent est variationnelle (comme toute description fondée sur le formalisme de la mécanique statistique), elle n'est pas du tout cohérente avec le formalisme variationnel de la théorie de l'utilité, même asymptotiquement, alors qu'une des raisons mentionnées plus haut en � REF _Ref316722640 \n �1.2.2� page � PAGEREF _Ref316722643 �32� de tenter d'appliquer le formalisme de la mécanique statistique aux systèmes économiques était d'obtenir une approche variationnelle plus ou moins cohérente avec le formalisme variationnel préexistant fondé sur l'utilité classique.

D'autres approches telles que � REF _Ref306358045 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref306358919 \n �2.8.5�], s'appuient sur des modèles de formation d'opinion dérivés du modèle d'Ising (utilisé en physique pour modéliser le ferromagnétisme) détaillés entre autres dans � REF _Ref286633661 \* MERGEFORMAT �Weidlich, W., Haag, G.� [� REF _Ref286633661 \n �2.1.4�].  Elles suggèrent que les participants au marché peuvent passer en permanence d'un comportement à un autre, avec certaines probabilités de transition.  Ces probabilités de transition ne sont pas symétriques: leur différence dépend d'un "paramètre de contrôle" s.  L'équation d'évolution qui en résulte est similaire à celle applicable à un système physique en contact avec un thermostat (le paramètre de contrôle étant l'analogue de l'inverse de la température ().  Pour les mêmes raisons que ci-dessus, de telles oscillations permanentes entre des comportements très différents ne paraissent pas vraiment cohérentes avec la réalité des comportements humains.  De plus, cette approche n'est pas plus cohérente que les précédentes avec le formalisme variationnel de la théorie de l'utilité classique.

� REF _Ref304857923 \* MERGEFORMAT �Foley, Duncan K.� [� REF _Ref304857923 \n �2.8.7�] propose un autre type de probabilisation: il considère que chaque participant au marché propose un prix d'achat et un prix de vente, qui dépendent de chaque participant.  L'ensemble des prix proposés par tous les participants définit un ensemble de transactions possibles; la transaction observée est supposée être celle qui est la plus probable.  Toutes les transactions possibles entre participants donnés étant considérées équiprobables, la transaction la plus probable est celle qui peut être réalisée du plus grand nombre de manières.  L'approche ne justifie pas cette hypothèse de maximisation par une équation d'évolution.  Quoiqu'elle ne puisse être écartée a priori, cette hypothèse de maximisation n'est pas plus évidente que l'hypothèse de comportement aléatoire mentionnée plus haut.  De plus, cette approche n'est pas cohérente avec la théorie classique de l'utilité, la valeur moyenne de la distribution statistique des prix pouvant différer des prix de l'équilibre compétitif walrasien pour le même marché.



Au-delà du domaine de la finance, des tentatives ont aussi été faites pour appliquer le formalisme de la mécanique statistique aux groupes en général.  La probabilisation du problème est toujours la partie la plus délicate: une fois qu'on l'accepte, l'application du formalisme de la mécanique statistique est assez simple.  Des approches qui probabilisent les systèmes de manières différentes peuvent conduire à des résultats très différents.



Quelques application de la mécanique statistique à la finance et à d'autres domaines

Les marchés financiers sont un type de groupe particulier.  C'est pourquoi la revue auteur par auteur qui suit porte sur des applications de la mécanique statistique, non seulement à la finance, mais aussi à d'autres types de groupes�.

Finance

Tonis Vaga

Dans "The coherent market hypothesis", Vaga applique à un marché financier une théorie générale de la coopération entre sous-systèmes individuels similaire à celle du ferromagnétisme.

Cependant, contrairement aux autres approches, il considère que les sous-systèmes sont les groupes d'industries (services publics, transport, etc.), non les participants au marché: cela constitue une différence fondamentale.

Il utilise un modèle de type ferromagnétique pour décrire l'imitation.  Un état "cohérent" est un état où les différents groupes d'industries se déplacent dans la même direction (marchés haussiers ou baissiers); un état "non cohérent" ("chaotique") est un état où les différents groupes d'industrie montent ou baissent de manière aléatoire.  Avant la transition d'un état chaotique à un état non chaotique, ou vice versa, le modèle prévoit que la volatilité devrait augmenter.

Observant le marché du NYSE depuis 1926, il trouve une dissymétrie: les marchés cohérents haussiers durent plus longtemps que le marchés cohérents baissiers; les profits qu'ils procurent sont supérieurs aux pertes induites par les marchés cohérents baissiers; les discontinuités du marché sont toujours des baisses (des "krachs"), jamais des hausses.  D'où l'idée d'investir dans des actions seulement quand le marché est cohérent, et de désinvestir lorsqu'un accroissement de la volatilité suggère qu'un état chaotique va survenir.

Il a testé une stratégie consistant à posséder des actions seulement lorsque le marché est cohérent, et a légèrement battu le marché avant le krach de 1987.  Il a désinvesti juste avant le krach de 1987, ce qui lui a permis de battre nettement le marché.  Pendant les deux années qui suivirent ce krach, sur un marché chaotique, il a perdu du terrain, mais il considère ceci comme un phénomène temporaire qui devrait être compensé par des profits sur le long terme (j'ignore si l'évolution des marchés depuis 1989 confirme cette proposition).

Il devrait à mon sens spécifier plus clairement les variables qu'il utilise.  Il ne semble pas développer le modèle très au-delà de la distinction entre états cohérents et incohérents.



Hans Föllmer

Dans "Random economies with many interacting agents", Hans Föllmer développe un modèle où les préférences d'un agent économique peuvent être aléatoires et où la loi de probabilité qui régit ce caractère aléatoire peut dépendre de l'environnement d'un agent (au sens de: de l'état des autres agents économiques).

Il définit une "énergie libre par tête" et une "entropie par tête".  Du fait de l'imitation entre agents, des "transitions de phase" peuvent apparaître.  La stabilité des phases dans le cas d'"économies d'Ising" est étudiée.

L'"entropie" définie dans cette approche, maximisée par le groupe, est liée au caractère plus ou moins aléatoire des préférences, non à des fonction d'utilité individuelles (de fait, il est fait l'hypothèse que les individus ont des préférences, mais pas nécessairement une fonction d'utilité).



Séminaire du Santa Fe Institute: "The Economy As An Evolving Complex System"

Les actes de ce séminaire, tenu en 1987 au Santa Fe Institute, ont été publiés par P.W. Anderson, K.J. Arrow, et D.Pines.  "L'objet du séminaire était d'explorer l'utilité potentielle d'un programme de recherche largement interdisciplinaire sur la dynamique du système économique global, en réunissant un groupe d'économistes et un groupe de scientifiques des sciences exactes qui ont développé des techniques pour l'étude des systèmes dynamiques non linéaires et des processus d'adaptation dans les systèmes évolutifs."

Les actes incluent parmi d'autres les contributions suivantes:

Mécanismes autorenforçants en économie (W.Brian Arthur)

Réseaux de neurones pour économistes (Eric B.Baum)

Oscillations persistantes et chaos dans les modèles économiques dynamiques (Michele Boldrin)

Nonlinéarité et dynamique complexe en économie et en finance (William A.Brock)

De nouvelles approches de la modélisation non linéaires peuvent-elles améliorer les prévisions économiques? (J. Doyne Farmer & John Sidorowich)

L'économie globale comme processus d'adaptation (John H. Holland)

L'évolution des réseaux économiques (Stuart A.Kauffman)

Approches des problèmes d'optimisation complexe par la mécanique statistique (Richard Palmer)

La dynamique non linéaire peut-elle aider les économistes? (David Ruelle)

Parmi les sujets abordés figure en particulier "l'utilisation de la physique statistique (verres de spin) ainsi que d'algorithmes génétiques et d'apprentissage pour décrire la "complexité" en économie.



William Brock

Dans trois articles, dont un écrit avec Blake LeBaron: "Understanding macroeconomic time series using complex systems theory" (1991), "Pathways to randomness in the economy: emergent nonlinearity and chaos in economics and finance" (1993), "Using structural modeling in building statistical models of volatility and volume of stock market returns" (1993), William Brock utilise un modèle structural de marché fondé sur des préférences aléatoires agrégées via la mécanique statistique.  Il fait des hypothèses plus spécifiques que Hans Föllmer, et obtient donc des résultats plus spécifiques, mais, comme chez Hans Föllmer, l'entropie qu'il utilise est une mesure du caractère plus ou moins aléatoire des comportements, ce n'est pas une mesure de leur caractère plus ou moins préférable par les individus.



André Orléan 

Dans plusieurs articles: "Les désordres boursiers", "Irrationalités, dynamique collective et fonctionnement des marchés financiers" (CREA, Ecole Polytechnique, Paris, Novembre 1991), "Contagion des opinions et fonctionnement des marchés financiers" (Revue Economique, juillet 1992), A. Orléan, sur la base entre autres des travaux de � REF _Ref286633661 \* MERGEFORMAT �Weidlich, W., Haag, G.� [� REF _Ref286633661 \n �2.1.4�], développe un modèle d'imitation entre investisseurs financiers de type ferromagnétique.  Les individus qui composent le système sont les investisseurs, qui sont supposés osciller en permanence entre les comportements possibles.  L'auteur montre l'existence de deux phases.  Dans l'une d'entre elles, un phénomène spéculatif ("bulle") se développe.  Quand un certain paramètre franchit un certain seuil, la bulle spéculative explose.

La plausibilité de telles oscillations est discutable, comme on l'a exprimé plus haut.  Par ailleurs, comme dans les autres approches, la fonction extrémisée n'est pas cohérente avec la fonction d'utilité classique: elle mesure le caractère plus ou moins aléatoire, non le caractère plus ou moins préférable, des comportements.

Duncan Foley

Dans "A statistical equilibrium theory of markets", Duncan Foley développe un modèle de marché consistant en des agents définis par l'ensemble des transactions qui sont acceptables par eux.  Il postule que l'état d'équilibre statistique correspond à la distribution des agents qui peut être réalisée du plus grand nombre de manières possibles.  Cela lui permet de définir les fonctions usuelles de la mécanique statistique, y-compris une entropie et une température de marché.

Cette approche n'est pas cohérente avec la théorie classique de l'utilité, en ce que les prix d'équilibre moyens peuvent être différents des prix de l'équilibre compétitif Walrasien.



Michael Stutzer

Dans trois articles, "The statistical mechanics of asset prices" (c. 1992), "An information theoretic index of risk in financial markets" (1992) et "A Bayesian approach to diagnosis of asset pricing models" (1994), Michael Stutzer se place dans la première des deux perspectives mentionnées plus haut en � REF _Ref305202919 \n �1.2� page � PAGEREF _Ref305202919 �30� (qui n'est pas ma perspective): il étudie le prix d'actifs contingents par rapport au prix d'autres actifs, sous-jacents.  En particulier il utilise la fonction entropie pour mesurer le "risque" créé par l'incertitude sur le prix des actifs sous-jacents: son "entropie financière [mesure] le degré d'ajustement au risque nécessaire à toute théorie du prix d'actifs sans arbitrage pour expliquer l'existence d'une prime de risque".  Cette approche débouche sur la mécanique statistique davantage du point de vue de la théorie de l'information que de celui de la physique.



Comportement de groupe en général, évolution des espèces et modélisation des écosystèmes

Earl Callen et Don Shapero, 

Dans "A theory of social imitation", E. Callen et D. Shapero analysent l'analogie entre imitation entre groupes sociaux (humains ou simplement animaux) et imitation entre systèmes physiques.

Ils mentionnent l'existence d'une énergie libre et d'une température, qu'ils n'identifient toutefois pas explicitement.  Ils développent un modèle de type "champ moyen", semblable au modèle de magnétisme qui utilise aussi cette approximation.  Ils l'appliquent à la modélisation des bancs de poissons, des vers luisants et des marques de savon.  Ce modèle est souvent cité dans la littérature.



G.Nicolis et I.Prigogine, 

Dans "Self-organization in non-equilibrium systems: from dissipative structures to order through fluctuations", Nicolis et Prigogine (qui sont chimistes d'origine: I. Prigogine est prix Nobel 1977 de chimie) développent le formalisme de la thermodynamique des systèmes hors équilibre, en particulier en chimie, puis l'appliquent à d'autres domaines:

description des fluctuations de population par naissance et mort;

processus de régulation au niveau cellulaire et subcellulaire;

thermodynamique de l'évolution;

thermodynamique des écosystèmes.

En conclusion, ils mentionnent des développements possibles dans les domaines des réseaux de neurones et des systèmes sociaux.



"Springer Series in synergetics"

Cette série d'ouvrages est publiée par Springer Verlag sous la direction d'Hermann Haken, "fondateur" de la "synergétique".  La synergétique "étudie les profondes analogies de comportement des systèmes complexes, physiques ou autres, et souligne que la validité universelle de certains concepts unificateurs n'est pas un accident et n'est pas causée par une simple extension de règles physiques à d'autres domaines, mais est au contraire une conséquence de propriétés structurales fondamentales des systèmes de particules en interaction qui découlent de lois mathématiques rigoureuses" (d'après l'introduction de H.Haken à "Concepts and models of quantitative sociology" mentionné plus loin).

Hermann Haken, 

Dans "Synergetics, an introduction, non-equilibrium phase transitions and self-organization in physics, chemistry and biology", H. Haken, professeur de physique théorique spécialiste des lasers, suivant une approche assez semblable à celle de Nicolis et Prigogine, développe la problématique de l'ordre et du désordre sur un plan très général, y-compris  au-delà des systèmes physiques, chimiques et biologiques.

Il applique le formalisme à:

la biologie (sujets du chapitre 10: écologie, modèles stochastiques pour les systèmes prédateur-proie, un modèle mathématique simple pour les processus d'évolution, un modèle de morphogenèse):

sociologie et économie (sujets du chapitre 11: un modèle stochastique de formation d'opinion publique, transitions de phase en économie).



Son modèle stochastique de formation d'opinion est de type ferromagnétique.  En économie, il considère des transitions de phase dans l'évolution d'une entreprise.  Quand un certain paramètre est à l'intérieur d'un certain domaine, il n'y a pas un, mais deux états possibles.

Comme la plupart des auteurs mentionnés ici, Haken ne mentionne pas spécifiquement la finance comme champ d'application potentiel de la théorie.

Mikhailov, Mikhailov et Loskutov

Dans "Foundations of synergetics", vol.1 et 2, Mikhailov et Loskutov décrivent différents modèles de comportement coopératif:

différents types de milieux (bistable, excitable, oscillatoire, actif avec amortissement à longue portée);

réseaux de neurones;

réseaux reproductifs (où une équation similaire à mon équation d'évolution est proposée et où le lien entre évolution et processus d'information est analysé);

dynamique chaotique et analyse fractale.

Weidlich, Haag

Dans "Concepts and models of a quantitative sociology - the dynamics of interacting populations", Weidlich traite de la formation de  "structures" (ou "profils") dans les sociétés.

Cela inclut une étude de la formation des opinions (où l'imitation joue un grand rôle), de la dynamique des populations (avec des processus de naissance, mort et migration), des fluctuations d'investissement de Schumpeter hors d'équilibre, et des interactions entre "macrosociétés" en compétition.



Théorie de l'intelligence artificielle

Dans "Phase transitions in artificial intelligence systems", B.Huberman et T.Hogg discutent l'applicabilité de la mécanique statistique à des systèmes calculateurs de grande taille.  Ils montrent qu'il peut y avoir des changements brutaux dans le comportement global de ces systèmes qui ne peuvent pas être prévus par l'étude individuelle des petits systèmes.  Ils interprètent ce phénomène en termes de transition de phase.



Biologie

Dans "Synchronization of pulse-coupled biological oscillators", Mirollo et Strogatz montrent que certains systèmes biologiques (vers luisants, criquets, cellules du coeur), lorsqu'ils sont couplés, ont des comportements synchrones et induisent des phénomènes analogues aux transitions de phase rencontrées en physique statistique.



Théorie de l'interaction spatiale

Dans "Entropy, spatial interaction models and discrete choice analysis", P. Nijkamp et A. Reggiani visent à "analyser une correspondance formelle entre modèles d'interaction spatiale émanant de la théorie de l'entropie et théorie des choix discrets micro-économiques (en particulier, modèles fondés sur le logit multinomial)".

La théorie de l'interaction spatiale, en géographie quantitative et en économie régionale et urbaine, maximise une fonction de type entropie pour décrire par exemple les flux de transports entre N points d'origine i et M points de destination j.

Maximisée sous des contraintes linéaires semblables à celles utilisées en physique (le flux total depuis la source i et le flux total vers la destination j sont fixés), cette fonction conduit à des formules similaires à celles rencontrées en physique: le flux de i à j est proportionnel à exp(-�SYMBOL 98 \f "Symbol"�cij), où cij est le coût de transport de i à j.

Il se trouve que ces formules ont la forme mathématique de fonctions utilisées fréquemment en marketing pour décrire des choix discrets, les fonctions "logit" (quoiqu'en marketing les fonctions logit soient introduites simplement comme un outil mathématique pratique pour régresser une variable bornée par rapport à une variable non bornée, sans aucun raisonnement quant à la structure du processus de choix).



Théorie du consommateur

Dans deux articles, "The CES and the logit" et "A representative consumer theory of the logit model", S. P. Anderson et al. montrent que la demande induite par le modèle logit (cf. ci-dessus) peut être associée à un consommateur unique (équivalent à tous les consommateurs individuels) maximisant une utilité déterministe dans un cadre néoclassique.

Ils probabilisent le système par une approche de type utilité aléatoire.

Ils identifient leur fonction d'utilité, cohérente avec le logit, à une fonction de type entropie.  (En fait, leur approche relève davantage du cas "grand-canonique" de la physique statistique, et la quantité qu'ils maximisent est le potentiel -J=kTln( et non une entropie).  Ils ne semblent pas avoir vu le rôle joué par un paramètre très semblable à une température.

Leur construction est handicapée par le fait qu'ils semblent avoir appliqué une méthode très semblable à celle utilisée par la physique statistique sans l'avoir toujours reconnu (si bien qu'ils n'ont pu capitaliser sur les résultats généraux existants de la mécanique statistique).  Cependant, elle constitue l'une des rares tentatives d'unification des niveaux microscopiques et macroscopiques en utilisant des outils similaires à ceux de la mécanique statistique dans le domaine de la théorie du consommateur.

En 1993, les auteurs ont publié une nouvelle version de cette approche dans "Discrete choice theory of product differentiation" (MIT Press).



Théorie de l'assurance

Dans deux articles, "Entropy, a useful concept in risk theory" et "Entropy estimates for ruin probabilities", Anders Martin-Löf mentionne que les estimations fondées sur l'entropie utilisées en théorie de l'assurance "ont une structure intéressante semblable à celle de la thermodynamique et que des concepts comme 'température' et 'équilibre' apparaissent avoir un sens en théorie du risque".

Ces articles relèvent davantage de la première des deux perspectives mentionnées plus haut en � REF _Ref305202919 \n �1.2� page � PAGEREF _Ref305202919 �30� que de la seconde, que j'ai adopté dans le présent document.  La maximisation de la capacité de survie (minimisation de la probabilité de ruine) sous contraintes est le fondement explicite de la théorie de l'assurance, mais d'une manière très différente de la modélisation de la "loi de sélection naturelle" ou "loi de survie du plus adapté" développée plus loin dans ce document (les compagnies d'assurance n'apparaissent et ne disparaissent pas en permanence).



Conclusion sur les approches existantes

L'idée générale d'appliquer les outils de la mécanique statistique aux systèmes économiques et financiers a déjà été mise en pratique de nombreuses manières: les  modèles proposés diffèrent à la fois:

par leurs objectifs (cf. les deux perspectives mentionnées en � REF _Ref305202919 \n �1.2� page � PAGEREF _Ref305202919 �30�)

et par leurs hypothèses.



La plupart des approches sont fondées sur des préférences ou demandes aléatoires, d'autres sur un décompte des transactions possibles.  Comme toute approche utilisant les outils de la mécanique statistique, elles débouchent asymptotiquement sur un formalisme variationnel.  Néanmoins, ce formalisme variationnel asymptotique n'apparaît cohérent dans aucune de ces approches avec le formalisme variationnel préexistant de la théorie de l'utilité classique.



L'application de la mécanique statistique aux comportements de groupe proposée dans le chapitre qui suit est fondée sur d'autres hypothèses et est cohérente avec la théorie de l'utilité classique.

Elle considère la "loi de sélection naturelle" comme la loi suprême gouvernant les marchés.

�Modélisation du marché comme grand système en évolution: construction de l'équation d'évolution



Je construis ici un modèle qui vise à décrire, sous certaines conditions, la dynamique des marchés financiers.  Moyennant certaines adaptations, il peut être transposé aux comportement économiques en général.

Après un résumé de l'approche (� REF _Ref294408492 \n �2.1�) et des commentaires sur le concept, ici central, de "sélection naturelle" ou "survie du plus adapté" (� REF _Ref296691125 \n �2.2�), je construis l'équation d'évolution qui est au centre du modèle (� REF _Ref294416886 \n �2.3�).



Résumé de l'approche



L'approche considère les marchés comme de grands groupes de participants, dont les comportements sont régis par la "loi de sélection naturelle", ou "loi de survie du plus adapté";

elle reformalise et résout simplement le problème ainsi posé en utilisant les outils mathématiques de la mécanique statistique;

elle est cohérente avec le formalisme variationnel de la théorie de l'utilité classique, contrairement aux approches mentionnées plus haut.



La description est phénoménologique: elle ne vise pas à décrire les intentions des participants au marché�, mais seulement leur comportement, tel qu'il ressort de variables observables� à tout instant: prix, volumes.



A chaque instant, j'observe des variables caractéristiques des participants au marché: leurs "comportements" (qui peuvent être par exemple la composition de leurs portefeuilles).  L'existence de nombreux comportements possibles probabilise le marché.

Le marché est placé dans un "environnement": ensemble, d'une part des contraintes qui lui sont imposées (par exemple, masse monétaire constante) et d'autre part de l'information externe au marché sur la base de laquelle les participants se comportent (ils sont également influencés par l'information interne au marché: par exemple, par leur connaissance du comportement des autres participants, ainsi que par leur expérience passée).



J'observe ce qui se produit quand l'environnement change.

Lorsque l'on observe un groupe s'adapter à un nouvel environnement, on voit que certains comportements, qui étaient très fréquents au  sein du groupe, disparaissent, alors que d'autres, qui étaient rares, deviennent fréquents: certains comportements "survivent" plus que d'autres au nouvel environnement.  Ainsi apparaît la notion de "survivabilité" d'un comportement dans un environnement donné�.

Après stabilisation du groupe, les comportements sont regroupés autour du comportement dont la "survivabilité" est la plus élevée.  La "maximisation de la survivabilité" est ainsi la notion centrale de la description.  La probabilisation par la notion de survivabilité est ce qui distingue la présente approche des applications existantes de la mécanique statistique à la finance mentionnées plus haut.  Parce que la "survivabilité" tend à être maximisée�, je l'identifie à l'"utilité" de la théorie de l'utilité classique.  Plus un système est loin de l'état de survivabilité/utilité maximale, plus il converge rapidement vers cet état.

En sus de la maximisation de la survivabilité, je suppose que les comportements ont un caractère légèrement aléatoire, si bien que même après un temps très long, ils ne coïncident pas avec le comportement qui maximise la survivabilité, mais fluctuent légèrement au voisinage de ce comportement�.

Sous ces hypothèses, la distribution des comportements tend vers une distribution gaussienne pointue.  Cela me permet d'approximer sa moyenne par son mode, comme usuel en mécanique statistique, et de recourir au le formalisme de la mécanique statistique.  Néanmoins, parce que la probabilisation est fondée sur la notion de "survivabilité", non sur le décompte des états possibles utilisé en physique, la description ne coïncide pas exactement avec les descriptions utilisées en physique.





Survie, sélection, adaptation, apprentissage



La loi économique fondamentale modélisée ici, par laquelle les marchés vont être probabilisés et leur équation d'évolution construite, est la "loi de sélection naturelle", ou "loi de survie du plus adapté".

Le concept de "sélection naturelle", considéré ici sur des échelles de temps très courtes, a été souvent appliqué aux systèmes économiques, et en particulier aux marchés financiers, considérés comme des lieux dont la loi suprême est la "loi de la jungle".

En 1953 déjà, � REF _Ref296429647 \* MERGEFORMAT �Friedman, Milton� [� REF _Ref296429647 \n �6.1�] utilisait une telle approche comme argument en faveur de sa proposition que les agents économiques agissent comme s'ils étaient des "maximiseurs" (d'adaptation ["fitness"]).  Depuis, à la frontière de l'économie et de la psychologie, d'assez nombreux travaux ont vu le jour sur le thème de l'évolution� et de l'apprentissage� des systèmes vivants en général, et des systèmes économiques et financiers en particulier.



En théorie de la firme, de nombreux auteurs� considèrent la survie comme le premier objectif de l'entreprise.



� REF _Ref316786773 \* MERGEFORMAT �Holland, John H.� [� REF _Ref316786773 \n �3.13�] propose de considérer "l'économie globale comme un processus d'adaptation", modélisé comme "réseau nonlinéaire adaptif" (ANN).  "Il est clair que la pression de la sélection placée sur un ANN provient de son environnement.  Des environnements différents déterminent des profils d'évolution différents.  Ainsi, pour étudier l'émergence de modèles, il faut d'abord caractériser l'environnement de l'ANN.  Il est traditionnel en économie d'effectuer cette caractérisation en attachant une utilité aux différents états de l'environnement.  Le rôle de l'utilité en économie est assez semblable au rôle du gain en théorie des jeux, de la fonction d'erreur en théorie du contrôle, de l'adaptation (fitness) en génétique de l'évolution, et ainsi de suite."  � REF _Ref316788915 \* MERGEFORMAT �Kauffman, Stuart A.� [� REF _Ref316788915 \n �3.14�] propose une approche similaire, fondée sur la notion d'"adaptation" ("fitness").  Les participants du séminaire tenu au Santa Fe Institute en 1987 sur le thème de "l'économie comme système complexe en évolution" (cf. � REF _Ref316387458 \* MERGEFORMAT �Anderson, P., Arrow, K., Pines, D.� [� REF _Ref316387458 \n �2.8.12�]), remettant en question l'hypothèse de prédiction du futur contenue dans la théorie des anticipations rationnelles, examinent "si les modèles d'apprentissage pourraient remplacer ou compléter la théorie des anticipations rationnelles" et considèrent qu'"un système fondé sur des règles d'adaptation, tel que ceux décrits par John Holland, pourrait fournir une modélisation d'un type très différent, dans laquelle l'apprentissage est naturel."  Kenneth J. Arrow, concluant ce séminaire, indique qu'"une nouvelle perspective, non encore intégrée par les économistes, est celle des modèles d'apprentissage adaptifs, tels que ceux avancés par Holland et Kauffman": "l'identité des prédicteurs et des prédictands que nous avons observée en économie dynamique peut ne pas être sans analogie avec la biologie.  Nous espérons construire des modèles par échanges mutuels [entre économistes et biologistes]."

� REF _Ref316432941 \* MERGEFORMAT �Brock, William A., LeBaron, Blake D.� [� REF _Ref316432941 \n �2.8.4�] citent les travaux de � REF _Ref316790874 \* MERGEFORMAT �Arthur, W., Holland, J., LeBaron, B., Palmer, R., Tayler, P.� [� REF _Ref316790874 \n �2.8.13�], "où l'utilisation des stratégies et la sélection des caractéristiques [des traders] évolue via une forme de darwinisme digital dans un marché qui simule une 'vie économique artificielle'".



Quoique l'existence de processus d'adaptation en finance (et en économie et psychologie en général) est évidente, cette adaptation n'implique pas nécessairement une disparition effective des individus lorsqu'ils échouent: elle prend plus souvent la forme d'un simple changement de comportement (qui permet une adaptation plus rapide que si les individus eux-mêmes disparaissaient en cas d'échec).  Ainsi, les marchés seront décrits comme des groupes de comportements plutôt que comme des groupes d'individus.  Ces comportements apparaissent (naissent), subsistent (vivent), et disparaissent (meurent).  Le processus d'évolution par lequel les comportements les moins adaptés sont remplacés par des comportements plus adaptés est un processus d'apprentissage�.



Sur les marchés financiers, la vitesse d'adaptation est très variable.  Dans certains cas, elle est très grande: certains marchés mettent 15 secondes à s'adapter à une nouvelle information, telle que le dernier taux d'inflation.  Dans d'autres cas, elle est très faible, voire presque nulle: certaines opportunités ne sont pas exploitées pendant des années (cf. les inefficiences dans le prix des fonds "closed end").



Modélisation de l'évolution: construction de l'équation d'évolution pour un groupe d'individus identiques

Equation d'évolution pour un individu

Cas discret

Je commence par construire l'équation d'évolution dans le cas discret parce que ce cas est le plus facile.  Je passerai ensuite à une formulation continue.

J'étudie un groupe constitué d'un grand nombre N d'individus indépendants I1,...,IN placés dans un environnement donné.  Comme indiqué plus haut, l'"environnement" est défini par d'une part les contraintes (conditions de conservation), d'autre part l'information des participants (qui induit leurs anticipations), constante pendant la période de temps considérée (c'est-à-dire que l'on étudie ce qui se passe entre deux arrivées d'information successives).



A un instant donné t, je les caractérise par leur "comportement" B, défini comme la quantité de numéraire U et de chaque actif échangeable sur le marché Vi (avec 1(i(n) qu'ils détiennent.  J'appelle aussi "portefeuille" ou "panier de biens" le numéraire U et les V1,...,Vn d'un participant donné.



Plus loin, j'utiliserai aussi d'autres variables descriptives, telles que les "prix" ou les taux d'intérêt.  L'observation de ces quantités peut poser des difficultés�.



Chaque individu, à un instant donné t, peut avoir un comportement parmi m comportements possibles B1,...,Bm.  

A l'instant t, N1(t) individus ont le comportement B1, N2(t) individus ont le comportement B2,...,Nm(t) individus ont le comportement Bm.  J'ai: N1(t) +...+ Nm(t)=N.



Les comportements des individus sont supposés évoluer comme suit:

Sélection: à intervalles réguliers et petits (, chaque individu soit conserve son comportement (le comportement "survit") soit ne le conserve pas (il l'abandonne: le comportement "meurt") et le remplace par un comportement choisi parmi les comportements qui survivent ("processus de reproduction").  La probabilité qu'un individu conserve un comportement Bi à l'instant t est notée ((Bi).  Elle ne dépend par hypothèse que de Bi et de l'environnement du groupe considéré�.  Les individus sont supposés, à ce stade�, indépendants les uns des autres, c'est-à-dire que ((Bi) ne dépend pas des autres Bj , j(i.

Aléa: à intervalles (, en sus du processus de sélection, chaque individu peut remplacer son comportement par un comportement légèrement différent (le comportement est reproduit avec un léger "aléa de reproduction").

Modélisation du processus de sélection

Ni(t+() peut être décomposé en:

Ni(t+()= N'i(t+() + N"i(t+()

où N'i(t+() est le nombre de comportements de type i qui ont été conservés depuis l'instant t et N"i(t+() est le nombre de comportement de type i qui ont remplacé des comportements abandonnés.



Comportements qui ont été conservés (qui "survivent").

N'i(t+()  est donné par:

� EMBED Equation.2  ���.



Remplacement des comportements abandonnés

Je suppose que, ayant à choisir un comportement pour remplacer un comportement qu'ils viennent d'abandonner, les individus choisissent les différents comportements possibles proportionnellement à leur poids dans la population des comportements survivants�.

Ainsi, j'ai:

 � EMBED Equation.2  ���, où ( ne dépend pas de i.



Finalement, j'ai: � EMBED Equation.2  ���

et, en posant (=(+1, j'obtiens:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �1�

� EMBED Equation.2  ���

( est tel que le nombre de comportements est constant dans le temps: � EMBED Equation.2  ���.



En prenant le logarithme des deux membres de l'� REF _Ref316958020 \* MERGEFORMAT �Equation 1�, j'obtiens:

� EMBED Equation.2  ���.



Je définis maintenant S(Bi) par:

� EMBED Equation.2  ���, où k est une constante.

J'appelle S(Bi)  la "survivabilité" du comportement Bi .  Pour des raisons qui apparaîtront plus loin en � REF _Ref305215325 \n �3.1.2� page � PAGEREF _Ref305215325 �58�, j'appellerai aussi S "entropie/utilité".



L'� REF _Ref316958020 \* MERGEFORMAT �Equation 1� devient:



� EMBED Equation.2  ���



ou, en posant: � EMBED Equation.2  ���,



� EMBED Equation.2  ���.



A la limite ( très petit, j'obtiens:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �2�

� EMBED Equation.2  ���.

La proportion de comportements Bi parmi la population est: � EMBED Equation.2  ���.

C'est aussi la probabilité qu'un individu choisi au hasard ait le comportement Bi .





De l'� REF _Ref316958091 \* MERGEFORMAT �Equation 2�, je tire l'équation d'évolution pour qi(t):

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �3�

� EMBED Equation.2  ���.



Modélisation du processus d'aléa de reproduction

Dans ce cas, à intervalles (, en sus du processus de sélection, le comportement des individus peut changer légèrement�, pour quelque raison que ce soit ("aléa de reproduction").  Cela reflète les changements de comportement sans cause apparente externe aux individus�, et peut être interprété comme modélisant l'"imagination": quoiqu'un comportement paraisse optimal, les individus peuvent essayer des comportements légèrement différents de cet optimum (cela leur permet en particulier de vérifier que leur comportement est optimal).



J'appelle aij  la probabilité par unité de temps que le comportement j soit remplacé par le comportement i pendant le processus de reproduction.

J'ai alors:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �4�

� EMBED Equation.2  ���.

Je fais l'hypothèse que les aij ne dépendent pas du temps, et je fais aussi l'hypothèse que les aij sont symétriques: aij = aji.  Cela implique que l'aléa de reproduction, dans une population où les comportements sont équirépartis entre tous les comportements possibles, conserve l'équipartition des comportements.

Je définis maintenant l'opérateur linéaire [K] ("opérateur d'aléa") par:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �5�

� EMBED Equation.2  ���



L'� REF _Ref316958141 \* MERGEFORMAT �Equation 4� devient:

� EMBED Equation.2  ���

ou

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �6�

� EMBED Equation.2  ���.



Les aij étant symétriques, [K] est symétrique.  De plus, par construction, les Kij satisfont:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �7�

� EMBED Equation.2  ���.

Finalement, parce que l'aléa est petit ( c'est-à-dire que les individus oscillent seulement entre comportements voisins), [K] est petit.



Cas général: modélisation du processus de sélection avec aléa

En combinant le processus de sélection avec le processus d'aléa, je tire de l'� REF _Ref316958209 \* MERGEFORMAT �Equation 3� et de l'� REF _Ref316958227 \* MERGEFORMAT �Equation 6�:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �8�

� EMBED Equation.2  ���.

Puisque q, probabilité, est normalisée à 1, il est aisé de montrer, en utilisant l'� REF _Ref316808879 \* MERGEFORMAT �Equation 7�, que:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �9�

� EMBED Equation.2  ���



Cas continu

Jusqu'à présent, j'ai supposé que les comportements possibles sont discrets, indexés par l'entier i.

Je suppose que les résultats restent valables dans le cas continu, où les comportements sont indexés par une variable continue x (qui peut être vectorielle).

Dans les développements qui suivent, je supposerai satisfaites toutes les hypothèses de régularité permettant l'existence de toutes les dérivées nécessaires, au prix éventuel de l'utilisation de distributions de Schwartz au lieu de fonctions et de mesures de Lebesgue au lieu d'intégrales.

J'utiliserai aussi des notations scalaires pour x, même lorsque x est un vecteur et lorsque des opérateurs différentiels vectoriels, au lieu de simples dérivées�, doivent être utilisés.



L'� REF _Ref316958359 \* MERGEFORMAT �Equation 8� devient:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �10�

� EMBED Equation.2  ���.

Dans cette équation,

le coefficient S(x)/k( modélise le processus de sélection;

l'opérateur [K] modélise l'aléa ;

le coefficient c(t) normalise q(x,t) à 1.





La matrice [K] du cas discret est remplacée ici par un opérateur linéaire: � EMBED Equation.2  ���.



L'� REF _Ref316958424 \* MERGEFORMAT �Equation 5� est remplacée par:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �11�

� EMBED Equation.2  ���



où ( est la distribution de Dirac et où a(x,y) = a(y,x).



[K] est un opérateur symétrique  et satisfait la version continue de l'� REF _Ref316808879 \* MERGEFORMAT �Equation 7�:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �12�

� EMBED Equation.2  ���.



c(t) est donné par la version continue de l'� REF _Ref316810670 \* MERGEFORMAT �Equation 9�:

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �13�

� EMBED Equation.2  ���



L'� REF _Ref302722273 \* MERGEFORMAT �Equation 10� peut aussi être écrite:� EMBED Equation.2  ���

où l'opérateur X est défini par: � EMBED Equation.2  ���,

où: � EMBED Equation.2  ���, ou encore:� EMBED Equation.2  ���.



Je peux aussi supposer que S dépend explicitement du temps, pourvu que cette dépendance soit lente (pour permettre de considérer que S est constant pendant un intervalle de temps ().

J'obtiens finalement:



�Equation � SEQ Equation \* ARABIC �14�     � EMBED Equation.2  ���



où:

t est le temps;

x décrit les comportements possibles, qui doivent respecter les contraintes imposées par l'environnement;

q(x,t) est la probabilité que, dans un grand groupe de comportements en évolution, le comportement x soit observé à l'instant t;

S(x,t) est la survivabilité, ou entropie/utilité�, du comportement x: plus S(x,t) est grand, plus le comportement x est "adapté" ("fit"); la dépendance de S par rapport à t est supposée lente (comparée à la dépendance de q(x,t) par rapport à t);

[K] est un opérateur symétrique, appelé opérateur d'aléa, petit par hypothèse;

k( est une constante;

c(t) est un facteur de normalisation qui assure que � EMBED Equation.2  ���.



Equation d'évolution pour un marché de participants identiques

Après avoir construit l'équation d'évolution pour un individu, en supposant qu'il fait partie d'un grand groupe d'individus identiques indépendants, je vais construire l'équation d'évolution pour un marché en supposant (vue de l'esprit) qu'il fait partie d'un grand groupe de marchés indépendants (hypothèse ergodique).  

[L'équation d'évolution à laquelle on va aboutir peut aussi être obtenue sans l'hypothèse ergodique, mais en faisant d'autres hypothèses portant sur le caractère faible de l'interdépendance des comportements des participants au marché, dont le nombre de degrés de liberté est très grand par rapport au nombrede contraintes].

Le comportement du marché est déterminé par tous les comportements x1,...,xN des participants.  Les comportements des participants sont liés par les conditions de conservation que je note (CC) et qui expriment que la quantité totale de U et des Vi est constante.  Les participants étant supposés se comporter indépendamment les uns des aures (quoique sous les conditions de conservation), la probabilité que le comportement du marché x=(x1,...,xN) survive est ((x1)...((xN).

Alors, les ( se multipliant, leurs logarithmes s'additionnent: � EMBED Equation.2  ���.  [Parce que tous les participants au marché ont la même loi de comportement, la fonction S est la même pour tous].  

De même, les opérateurs [K] s'additionnent, parce que, les individus étant indépendants, le caractère aléatoire du comportement de l'un n'est pas influencé par le comportement des autres, sous les conditions de respect des conditions de conservation.

En appliquant la même méthode que précédemment, j'obtiens:

�Equation � SEQ Equation \* ARABIC �15�     � EMBED Equation.2  ���



où:

t est le temps;

x décrit les comportements du marché, qui doivent satisfaire les contraintes de conservation;

q(x,t) est la probabilité que le comportement x soit observé à l'instant t;

S(x,t) est l'entropie/utilité, ou survivabilité du comportement x: plus S(x)est grand, plus le comportement x est "adapté" ("fit"); la dépendance de S par rapport à t est supposée lente (comparée à la dépendance de q(x,t) par rapport à t);

[K] est un opérateur symétrique, appelé opérateur d'aléa;

k( est une constante;

c(t) est un facteur de normalisation qui assure que � EMBED Equation.2  ���.



Cette équation a la même forme que l'� REF _Ref316958546 \* MERGEFORMAT �Equation 14� mais s'applique au cas d'un marché.

Elle s'applique à un marché constitué de participants indépendants (sous réserve du respect des lois de conservation) qui ont la même loi de comportement.  Les cas où les participants ne sont pas indépendants, et où ils sont hétérogènes, sont examinés plus loin (cf.� REF _Ref294408559 \n �3.2� page � PAGEREF _Ref294408559 �65�).

Une telle équation a aussi été proposée par � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�] pour décrire les "réseaux reproductifs" (y-compris des réseaux reproductifs économiques, mais non financiers).

Elle est nettement différente de l'équation maîtresse utilisée en physique.  Cela provient du fait que le processus qu'elle décrit, un processus d'évolution selon la "loi de sélection naturelle", est très différent du processus modélisé en physique.  J'appellerai ce type de processus "évolutif", par opposition aux processus trouvés en physique.

L'équation d'évolution est également très différente des équations d'évolution qui découlent des approches fondées sur des "préférences", "demandes", "opinions" aléatoires mentionnées en � REF _Ref305202954 \n �1.3� page � PAGEREF _Ref305202954 �33� (lesquelles sont identiques à l'équation maîtresse de la physique).  Cf. appendice B.

Par le changement de variable: � EMBED Equation.2  ���, il est possible de réduire l'équation d'évolution à la forme "réduite":

Equation � SEQ Equation \* ARABIC �16�

� EMBED Equation.2  ���.

Quand S est stationnaire (c'est-à-dire, quand � EMBED Equation.2  ���) et quand S(x) a un seul maximum, il est clair que, sous réserve de petites fluctuations créées par [K], une telle équation d'évolution implique que la valeur moyenne de S ne peut que croître, et tend vers son maximum quand t((.  Cf. appendice B.

�Développement du modèle



Ce chapitre tire de premières conséquences de l'équation d'évolution (� REF _Ref305930884 \n �3.1�), puis examine l'agrégation des comportements (� REF _Ref294408559 \n �3.2�) et mentionne quelques points supplémentaires (� REF _Ref305931099 \n �3.3�).

Premières conséquences de l'équation d'évolution

Solution de l'équation d'évolution

L'appendice B résout l'équation d'une manière plus détaillée.

Tant que la dépendance de S par rapport à t est suffisamment simple, la forme générale des solutions de cette équation peut être obtenue assez aisément�.  Cf. appendice B.1.

Les principales propriétés des solutions sont les suivantes:

Quand S a un seul maximum et quand [K]=0, quand le temps tend vers (, la solution en général tend vers une distribution de Dirac centrée sur le comportement qui maximise S: quand t=(, seul survit le comportement dont la survivabilité est la plus grande, "le plus adapté"("the fittest")�.

Quand S a un seul maximum et quand [K] est (0 mais petit, la solution tend vers une distribution qui est toujours centrée sur le comportement qui maximise S, mais est moins pointue.  La présence de [K] exprime le fait que des comportements qui (au moins en apparence) ne maximisent pas le critère d'optimisation (qui en finance, sauf exception, est le profit sous une forme ou sous une autre) peuvent néanmoins être observés en petites quantités, même après un temps long.  Ces comportements sont liés à l'"originalité", l'"imagination" ou l'apparente "irrationalité" des traders.  Ils sont peu nombreux parce que la loi de sélection les fait disparaître rapidement.  Quand t=( les comportements sont regroupés autour du maximum de S.

En pratique, dès que le temps t est plus long que quelques multiples d'une certaine valeur caractéristique ("temps de relaxation"), le système peut être considéré comme ayant atteint sont état asymptotique, avec une très bonne approximation.  Dans ce qui suit, lorsque j'écrirai "t=(" ou "t tend vers (", je voudrai dire que t est assez grand, comparé au temps de relaxation, pour permettre de considérer que le système a atteint son état asymptotique.  La valeur numérique du temps de relaxation peut être très petite: quelques secondes par exemple, si bien que "t=(" peut être satisfait même pour des valeurs de t égales à quelques secondes.

Quand S a deux maxima ou plus, la concavité� de S peut être égale à zéro, et des singularités se produisent (transitions de phase: cf. � REF _Ref305211974 \n �3.3.2� page � PAGEREF _Ref305212737 �71�): la solution peut ne pas tendre vers le comportement qui maximise S absolument, mais vers un autre comportement (comportement métastable) qui maximise S seulement localement; il peut y avoir un passage brusque d'un comportement métastable à un comportement stable.

Dans tous les cas, plus la concavité de S au voisinage de son maximum est petite, plus les fluctuations (c'est-à-dire la largeur de la distribution de probabilité qui est solution de l'équation d'évolution) sont grandes, et moins la solution est stable.

Maximisation de S: identification à la fonction d'utilité classique

Maximisation de S

Je suppose ici que l'environnement est stationnaire: S ne dépend pas explicitement du temps.

La valeur moyenne de S est:

 � EMBED Equation.2  ���

et j'ai:

� EMBED Equation.2  ���.



En utilisant l'équation d'évolution et l'équation de normalisation � EMBED Equation.2  ���,

j'obtiens:

� EMBED Equation.2  ���



ou:

� EMBED Equation.2  ���

où (2S est la variance de S.



Quand [K] est égal à zéro, cette égalité implique que <S> ne peut que croître dans le temps.



Dans les autres cas, sous la condition que [K] soit assez petit, cela reste vrai.  Si [K] est trop grand, cela n'est plus vrai.

Je dirai ainsi que, sous réserve de fluctuations, des individus placés dans un environnement stationnaire maximisent S.

Les solutions de l'équation d'évolution sont telles que la valeur moyenne de S est maximisée, sous les contraintes imposées au système, après un temps assez long, quand [K] est assez petit.

Identification à la fonction d'utilité classique

Pour cette raison, j'identifie la fonction S utilisée dans l'équation d'évolution à l'utilité classique.  La théorie de l'utilité classique apparaît comme une théorie "limite" ou "asymptotique".  La fonction S utilisée plus haut apparaît comme une généralisation de la fonction d'utilité classique.

Cependant, la fonction d'utilité classique est maximisée par postulat ou (selon la présentation choisie) par déduction à partir de postulats qui ne prennent pas en compte la structure des systèmes (cf. appendice C), alors que la maximisation de la fonction S construite ci-dessus est déduite de postulats (évolution par "sélection naturelle") sur la structure du système.



Tant que le temps n'est pas trop grand (c'est-à-dire, n'est pas beaucoup plus grand que le temps de relaxation) ou lorsque [K] est assez grand, le comportement du système apparaît fluctuer autour du comportement qui maximise S.  Plus la concavité de S en son maximum est petite, plus les fluctuations sont grandes.

L'approche développée ici, contrairement à l'approche variationnelle classique, ne dit pas que les systèmes maximisent leur utilité.  Elle dit:

que leur comportement converge vers celui qui maximise leur entropie/utilité;

et que plus la différence d'entropie/utilité entre un comportement B et le comportement Bm qui maximise l'entropie/utilité est grande, plus la convergence de B vers  Bm est rapide.

Cela est cohérent avec le fait qu'un comportement auquel est associée une  grande entropie/utilité (par exemple, un grand profit) sera adopté plus rapidement qu'un comportement auquel est associée une petite entropie/utilité.

Ainsi, la modélisation développée ici réconcilie:

les approches classiques fondées sur l'utilité, qui sont une première approximation cohérente avec le concept intuitif de cause finale comme fondement du comportement individuel, mais qui, étant déterministes, ne rendent pas compte des fluctuations des comportements réels;

et ces fluctuations.



Le formalisme de l'utilité classique, qui ne décrit que les états d'équilibre, ne peut décrire comment le système converge vers le nouvel état d'équilibre et en particulier à quelle vitesse et avec quelles fluctuations il converge.  Au contraire, la présente approche décrit non seulement le comportement vers lequel le système converge, mais aussi le profil de la convergence�.  En tant que tel, elle permet de modéliser la dynamique des systèmes.



Quoique moins puissant, le formalisme de l'utilité classique est néanmoins utile: puisque le système converge, quand le temps tend vers l'(, vers un état d'équilibre qui maximise S, on peut utiliser le formalisme variationnel pour trouver cet état d'équilibre.  En particulier, quand le système est soumis à certaines contraintes, on peut utiliser les potentiels définis en appendice C pour décrire l'état d'équilibre.



Notations

Du fait de l'identification de S à l'utilité classique, j'utiliserai à partir de maintenant les notations de l'appendice C.  Utilisant une perspective économique, je considérerai que les comportements des systèmes étudiés ici, que j'ai notés "x" jusqu'à présent, sont caractérisés par n+1 variables extensives, U, V1, ..., Vn .

U est le numéraire , V1,...,Vn sont les quantités de biens (actifs en finance) détenus par un système.

Je définis aussi les paramètres conjugués T et p1, ..., pn  par:

� EMBED Equation.2  ���

et, pour tous i=1,...,n,

� EMBED Equation.2  ���.

Je définis également le "potentiel social", paramètre conjugué du nombre de sous-systèmes, comme dans l'appendice C.



Par construction, T ne peut être nul: le numéraire joue un rôle spécial, en ce que l'entropie/utilité dépend toujours du numéraire U.

T est positif car S croît par rapport à U (cf. � REF _Ref305215979 \n �3.1.3.3� page � PAGEREF _Ref305216028 �61�).

1/T est l'utilité marginale du numéraire, p1,...,pn sont les prix des biens V1,...,Vn .

Je définis aussi H=U+p1V1 +...+ pnVn.  H est le patrimoine du système, valorisé à sa valeur de marché.





Autres propriétés de l'entropie/utilité S

Unicité de S

Par construction, l'entropie/utilité S d'un système est unique modulo un facteur de proportionnalité k identique pour tous les systèmes�.



S est négative

S est définie par S(x) = k ln ((x), où ( (x) est la probabilité de survie du comportement x.  Il en résulte que par construction S est négative.



S est une fonction croissante des quantités de biens détenues par les individus

Cela résulte du fait que la survivabilité d'un comportement augmente avec la quantité de biens détenue (sauf bien anormaux): "abondance de biens ne nuit point".



Les constantes k et (

La constante ( est une unité de temps élémentaire.  Si elle est multipliée par un facteur (, S, par construction est aussi multipliée par un facteur (.

De plus, S est proportionnelle à k par construction.

Il en résulte que, dans toutes les équations, S est présent seulement à travers le quotient S/k(.

�Fluctuations - microvolatilité



L'équation d'évolution décrit le comportement x par une distribution de probabilité.  J'appelle fluctuations du comportement la "largeur" de la distribution de probabilité, et je la mesure par sa standard déviation.

Ces fluctuations sont aussi les fluctuations de x lorsque x est mesuré à un instant donné sur un échantillon de comportements identiques.



Les trois types de fluctuations

Dans l'approche développée ici, les fluctuations des variables qui décrivent un système tel qu'un marché (prix, composition des portefeuilles, etc.) peuvent être décomposées en plusieurs parties:

fluctuations informationnelles, causées par les fluctuations du prix d'équilibre induites par les fluctuations de l'information externe, que je n'essaie pas de modéliser;

fluctuations d'adaptation, causées par le processus d'adaptation qui suit un flux d'information, qui décroissent et tendent vers zéro quand le temps tend vers (; ces fluctuations, sous les hypothèses et avec les notations de l'appendice B.1.1., sont égales (cf. Appendice B.1.1.) à:

� EMBED Equation.2  ���;

fluctuations d'aléa, causées par l'opérateur [K], qui sont petites mais ne tendent pas vers zéro quand le temps tend vers (, et qui reflètent le fait que les participants au marché peuvent dévier du comportement optimal, pour quelque raison que ce soit; ces fluctuations, sous les hypothèses et avec les notations de l'appendice B.1.3. sont égales (cf. Appendice B.1.3.) à:

� EMBED Equation.2  ���

(a tend vers 0 comme 1/(t quand t tend vers (, alors que (r ne dépend pas de t mais est petit puisque ( est petit.



Un temps de relaxation, tel que (a = (r , peut être calculé:

� EMBED Equation.2  ���.



Microvolatilité

J'appelle "microvolatilité" l'ensemble constitué des fluctuations d'adaptation et des fluctuations d'aléa.

Je mesure la microvolatilité d'une variable V par l'amplitude de ces fluctuations, définie comme: � EMBED Equation.2  ���.

Son unité de mesure est l'unité de mesure de V (unité monétaire lorsque V est un prix)�.



Forme de la microvolatilité dans un environnement stationnaire

Quand t est grand mais non infini, la microvolatilité est un mélange de fluctuations d'adaptation et de fluctuations d'aléa.  Sa forme analytique exacte peut être obtenue seulement par résolution complète de l'équation d'évolution.

Quand t n'est pas grand, la microvolatilité a une forme en général compliquée, qui est donnée par l'équation d'évolution.

Des simulations informatiques (avec [K](0) montrent que les fluctuations commencent par croître, puis atteignent un maximum, puis décroissent et tendent finalement vers une valeur minimale, comme sur le graphique qui suit:



� LINK Excel.Chart.5 "C:\\FRI\\FRENCH\\GRAP2.XLS" "fluctuchart2" \p ���

Quand t est grand et quand [K]=0, l'équation d'évolution implique que la microvolatilité converge vers 0 en 1/(temps.  Quand [K] (0, je n'ai pas été capable de trouver si la convergence est hyperbolique, exponentielle ou autre.



Cf. � REF _Ref305217825 \n �4.1.2� page � PAGEREF _Ref305216702 �81� sur l'effet de l'hétérogénéité sur ce profil d'évolution de la microvolatilité.

Quand la concavité de S tend vers 0, la microvolatilité tend vers (.

Dans tous les cas, les fluctuations d'adaptation comme les fluctuations d'aléa, et donc la microvolatilité, tendent vers ( quand � EMBED Equation.2  ��� tend vers 0.  Une telle situation peut se produire en particulier dans le cas où S a plus d'un maximum, et où des transitions de phase peuvent survenir. Cf.� REF _Ref305220651 \n �3.3.2� page � PAGEREF _Ref305220802 �71�.



Environnement non stationnaire

Dans le cas d'un environnement non stationnaire, S dépend explicitement du temps.

Pourvu que sa dépendance soit suffisamment lente par rapport à (, les formules ci-dessus restent vraies pendant un temps ( tel que S puisse être considérée stationnaire.

Si le système est soumis à un flux discret de modifications de son environnement, où l'intervalle de temps entre deux modifications consécutives ( est grand par rapport à (, la fluctuation moyenne est:

 � EMBED Equation.2  ���

où ((t) est la fluctuation à l'instant t.  

Si ( est petit par rapport à trelax� , ( (sous les hypothèses de l'appendice B.1.1.) est proportionnel à � EMBED Equation.2  ���.  Sinon, ( reste néanmoins une fonction de � EMBED Equation.2  ���.

Ainsi, dans tous les cas, la dérivée seconde � EMBED Equation.2  ��� est un paramètre critique pour estimer la taille des fluctuations.

Plus S est concave, plus les fluctuations sont petites.





Agrégation des comportements

Additivité de S

Par additivité, je veux dire que l'entropie/utilité d'un système constitué de deux sous-systèmes indépendants est la somme des entropies/utilités des sous-systèmes (l'indépendance signifiant que la loi de survie régissant chaque comportement est indépendante de l'autre comportement).  J'appellerai aussi cette propriété "extensivité".



Dans ce cas,

les comportements x du système sont les couples (x1, x2) de comportements du sous-système 1 et du sous-système 2;

la probabilité de survie d'un comportement x=(x1,x2) du système est le produit des probabilités de survie de x1 et x2 ;



et finalement, puisque S est k fois le logarithme de la probabilité de survie:

S(x) = S(x1) + S(x2).



Si le système 1 satisfait l'équation d'évolution:

� EMBED Equation.2  ���

et si le système 2 satisfait l'équation d'évolution:

 � EMBED Equation.2  ���

alors la distribution de probabilité q(x,t)   =q1(x1,t) * q2(x2,t) pour les comportements x=(x1,x2) du système satisfait:

 � EMBED Equation.2  ���



Puisque K1 opère seulement sur des fonctions de x1 et K2 opère seulement sur des fonctions de x2, cette équation peut être écrite:



� EMBED Equation.2  ���

ou:

� EMBED Equation.2  ���.



Cela a la forme de l'équation d'évolution, avec S=S1 + S2, c = c1+c2 , [K] = [K1] + [K2].

D'où l'extensivité de S.



L'extensivité de S est une propriété fondamentale, car elle permet de calculer l'entropie/utilité d'un système constitué de sous-systèmes indépendants si l'on connaît l'entropie/utilité de ses sous-systèmes.

Elle est valable pour des systèmes indépendants.

Si les systèmes ne sont pas indépendants, elle n'est plus valable en général: il faut utiliser des méthodes d'approximation.



Indépendance, interaction faible, interaction forte

Si un système est constitué de deux sous-systèmes, il est possible de construire une équation d'évolution comme dans le chapitre � REF _Ref305577608 \n �2� pour le système entier.  Cependant, dans ce cas, l'entropie/utilité n'est pas nécessairement la somme des entropies/utilités des sous-systèmes.

Je définis l'"interaction faible" et l'"interaction forte" comme suit:

Si l'entropie/utilité du système est la somme des entropie/utilités des sous-systèmes, j'appelle l'interaction "faible".

Sinon, je l'appelle "forte".



Agrégation de comportements en interaction

Je considère deux comportements, J1 et J2 .

J1 est caractérisé par (U1, V11 , ..., Vn1 ), J2 est caractérisé par (U2, V12 , ..., Vn2 ).

Par mesure de simplicité, je suppose ici qu'il n'y a qu'un type de Vi , que je note V: ainsi,  J1 est caractérisé par (U1, V1), et J2 est caractérisé par (U2, V2).

J'appelle S1(U1,V1) l'entropie/utilité de J1, S2(U2,V2) l'entropie/utilité de J2.  J'appelle J le comportement constitué de l'interaction de J1 et J2 .  J'appelle S(U1,U2,V1,V2) l'entropie/utilité de J.



Si J1 et J2 sont isolés, J est caractérisé par les quatre variables U1, U2, V1, V2 ("degrés de liberté").

Si J1 et J2 ne sont pas isolés (c'est-à-dire, s'ils interagissent), il y a des relations entre ces variables.  J peut être décrit par moins que quatre variables.  J'appelle ces nouvelles variables "variables agrégées".  Quand les variables agrégées sont fixées, le système ajuste ses variables internes U1, U2, V1, V2 d'une manière qui dépend de la nature de l'interaction.

L'agrégation des comportements consiste à:

déterminer la nouvelle loi de comportement de J en fonction des variables agrégées,

déterminer les variables internes, en fonction des variables agrégées.



Quand J est décrit par les variables agrégées, son comportement met en jeu une entropie/utilité Saggr, fonction des variables agrégées.  Une fois que l'on connaît Saggr , on peut déterminer à la fois les états d'équilibre (en maximisant Saggr ) et l'évolution du système (en résolvant l'équation d'évolution�).

Si l'on connaît S(U1,U2,V1,V2) , le problème peut être résolu puisque Saggr est le maximum de S(U1,U2,V1,V2) sous les contraintes auxquelles le système est soumis.

Par exemple, dans la situation où les variables agrégées sont U=U1 + U2 et V=V1 + V2 , je détermine la loi de comportement du système agrégé, ainsi que les variables internes U1, U2, V1, V2 en fonction des variables agrégées U et V, en résolvant le problème de maximisation � EMBED Equation.2  ���.



Agrégation de comportements en interaction faible

Dans le cas où J1 et J2 interagissent faiblement, S(U1,U2,V1,V2) = S1(U1,V1) + S2(U2,V2) , ce qui permet d'agréger les comportements.

Dans ce cas, si les variables agrégées sont U = U1 + U2 et V = V1 + V2, il est facile de montrer que les sous-systèmes tendent à égaliser les paramètres conjugués des Ui et Vi, i=1 et 2 (cf. appendice C).  Il en résulte l'égalisation des prix d'un bien lorsque son négoce est libéralisé, et l'égalisation des taux d'intérêt (cf. � REF _Ref294490085 \n �3.3.1� ci-dessous) lorsque les mouvements de capitaux sont libéralisés.

Cette égalisation est valable seulement  sous réserve de fluctuations, dont la taille est donnée par l'équation d'évolution.



Agrégation de comportements en interaction forte.

Cas général

Dans le cas général d'interaction "forte", la forme de S peut être compliquée, à la fois de par la nature de l'interaction et de par le nombre de sous-systèmes si ce nombre est élevé: dans ce cas, rien ne peut être dit a priori quant au comportement de J.

Quand l'interaction est néanmoins "pas trop forte", on peut faire des approximations pour résoudre le problème mathématiquement.  Les approximations que j'utilise sont dérivées des méthodes de perturbation générales.

Méthode de perturbation�

La méthode de perturbation consiste à supposer que S peut être écrit comme: � EMBED Equation.2  ���

où � EMBED Equation.2  ���

et � EMBED Equation.2  ���.

Uint12 et Uint21 sont appelés "hamiltoniens d'interaction".  Ils représentent l'"action" respective de J2 sur J1 et de J1 sur J2.



Alors,

� EMBED Equation.2  ���

ou: 

� EMBED Equation.2  ���.

Cette forme est utile dans le cas où U12 + U21 peut être exprimé simplement en fonction de V.



Agrégation de nombreux comportements identiques

J'utilise les mêmes notations que dans le cas de 2 comportements, excepté qu'il y a n comportements J1,...,Jn . 

En général, ce qui est observé n'est pas chaque comportement mais seulement le comportement agrégé caractérisé par U=U1 + ... Un , V= V1 + ... + Vn .

Tous les comportements sont supposés ici caractérisés par la même fonction d'entropie/utilité.

Comportements en interaction faible

Dans ce cas, � EMBED Equation.2  ���.



Si l'on suppose que S(x,y) est concave sur le domaine [U,0] ( [0,V], cette somme est maximale sous les contraintes U1 +...+Un = U et V1 + ... +Vn =V quand U1 = U2 = ... = Un = U/n  et V1 = V2 = ... = Vn = V/n.

Il en résulte que Saggr(U,V) = nS(U/n,V/n) .



Cela implique aussi que le comportement constitué de l'interaction de J1,...,Jn et défini par les variables agrégées U, V1, ...,Vn peut être décrit en utilisant l'équation d'évolution: � EMBED Equation.2  ���

où [K] est un opérateur d'aléa.



De plus,

� EMBED Equation.2  ���.

Cela implique que les fluctuations (U de U sont proportionnelles à (n, ce qui est une manifestation de la "loi des grands nombres".  U étant proportionnel à n, ses fluctuations relatives (U/U sont proportionnelles à 1/(n.

Comportements en interaction forte

Dans ce cas, S n'est plus additive.

Si néanmoins l'interaction n'est pas "trop forte", il est possible d'utiliser la méthode de perturbation mentionnée plus haut.

Dans ce cas, les sommes suivantes apparaissent dans le calcul:

 � EMBED Equation.2  ��� et � EMBED Equation.2  ���, où Uijint est le hamiltonien d'interaction qui représente l'action du comportement individuel j sur le comportement individuel i et où Ui représente la somme des actions des comportements individuels j(i sur le comportement individuel i. 

Tous les individus étant supposés identiques, la forme de la fonction Uijint est supposée la même quels que soient i et j.

L'approximation fondamentale consiste à approximer Uiint par une fonction de Vi et V: cela constitue l'"approximation de champ moyen", qui a fait l'objet de nombreux travaux dans d'autres domaines, particulièrement en physique�.  Uint est ensuite également approximée, par une fonction de V.

De plus, Uijint est souvent approximé linéairement par rapport à Vi et Vj (l'approximation linéaire étant l'approximation la plus simple que l'on puisse faire lorsque l'on ne connaît rien sur la forme exacte d'une fonction).

Prenons l'exemple suivant:

 � EMBED Equation.2  ���.

Ce cas correspond à une approximation linéaire de Eint par rapport à Vi et à Vj , dans le cas où Uint=0 quand Vi =Vj =V0 : Eint est proportionnel à la déviation de Vi et Vj par rapport à V0 .  Si ( est >0, le comportement correspondant est une imitation: plus le comportement j dévie de V0, plus le comportement i tend à dévier de V0 .

J'ai: � EMBED Equation.2  ���.

Le nombre d'individus étant grand, je suppose que la déviation individuelle Vi - V0 est petite par rapport à la déviation totale V-nV0 : j'approxime V-nV0+V0 -Vi par V-nV0.  Posant V0 = nV0, j'obtiens � EMBED Equation.2  ���.

Il est alors facile de montrer que:

� EMBED Equation.2  ���.



Fluctuations des paramètres internes

Dans un groupe, les paramètres internes U1,...,Un, V1,...,Vn du groupe fluctuent, même lorsque les paramètres externes U=U1 +...+Un et V=V1 + ...+Vn sont fixés.

L'équation d'évolution pour le groupe donne la taille de ces fluctuations.

Pourvu que le groupe soit assez grand pour permettre les approximations de type "grands nombres" nécessaires à la construction de l'équation d'évolution, les fluctuations des Ui et Vi ne dépendent pas de la taille du groupe.  Du fait de la loi des grands nombres, les fluctuations des paramètres agrégés extensifs du groupe (U et V) sont égales à (n fois les fluctuations des paramètres intensifs correspondants (les Ui et Vi ).

On peut aussi étudier les fluctuations au sein du groupe des paramètres internes intensifs tels que les utilités marginales 1/Ti ou les prix pi , i=1,...,n.  

Ces paramètres internes sont définis comme les paramètres conjugués des Ui et des Vi par rapport à l'entropie/utilité Si des comportements individuels Bi.

Les fluctuations des paramètres intensifs individuels elles aussi ne dépendent pas de la taille du groupe (pourvu néanmoins que la taille du groupe soit suffisante pour faire les approximations de type "grands nombres" nécessaires à la construction de l'équation d'évolution).

On peut montrer� que les fluctuations des paramètres intensifs du groupe (T et p) sont proportionnelles à 1/(n fois les fluctuations des paramètres intensifs internes correspondants (les Ti et les pi ).



Autres aspects

Taux d'intérêt

Lorsque l'on résout les équations qui découlent de l'équation d'évolution, plusieurs quantités apparaissent.

Le "prix" d'un actif, défini comme le taux de change entre cet actif et le numéraire U, est une notion intuitive.

Une autre quantité qui apparaît est l'utilité marginale du numéraire � EMBED Equation.2  ���, que j'ai notée 1/T: � EMBED Equation.2  ���.

Une telle utilité marginale ne peut être en général observée directement.

Néanmoins, deux raisons conduisent à considérer qu'en finance 1/T est très lié au taux d'intérêt.

Un trait distinctif des systèmes financiers est leur capacité à prêter et emprunter, à un certain taux.  Ce taux est un vecteur, car il peut y avoir différents taux d'intérêt selon l'horizon de temps.  Il dépend du risque de défaut et de l'entité prêtée: numéraire ou autre.  Je ne considère à partir de maintenant que le taux d'intérêt sur du numéraire prêté sans risque de défaut.

Qualitativement, le taux d'intérêt reflète l'augmentation d'"utilité" procurée, lorsque les V1,...,Vn sont constants, par un petit accroissement du numéraire U détenu par un individu (parce que ce petit accroissement peut être prêté et fournir de la sorte un revenu).  Cela constitue une première raison de considérer que le taux d'intérêt� r (sur des prêts sans risque de défaut) est lié d'une certaine manière à l'utilité marginale du numéraire.

Par ailleurs, on a vu (cf. � REF _Ref294491053 \n �3.2.4� page � PAGEREF _Ref294491053 �66�) que, lorsque deux marchés peuvent emprunter librement l'un à l'autre, la quantité 1/T tend à prendre la même valeur dans les deux marchés.  Or, on sait que l'égalisation des taux d'intérêt suit la libéralisation des flux de capitaux.  Cela constitue une seconde raison, la plus forte, de considérer que la quantité 1/T qui apparaît dans le modèle est étroitement reliée au taux d'intérêt.



1/T est lié au vecteur des taux d'intérêt sur le numéraire, mais peut aussi dépendre de nombreux autres paramètres, tels que le besoin de liquidités pour payer une dette à échéance, l'inflation, le risque de détenir du numéraire dans un pays risqué politiquement, ou d'autres anticipations.

Cela suggère de poser 1/T = f(r,z) , où f est une fonction (croissante) du taux d'intérêt r et z reflète tous les autres déterminants de 1/T.



Je considérerai désormais que 1/T n'est fonction que de r, c'est-à-dire que le taux d'intérêt est une mesure directe de 1/T�: par exemple, je modéliserai un marché où le taux d'intérêt sur le numéraire est constant en posant la contrainte 1/T = constante.



La possibilité sur les marchés financiers d'observer une quantité étroitement liée à l'utilité marginale du numéraire, le taux d'intérêt, en est un trait particulier: pour la plupart des autres phénomènes économiques, l'utilité marginale est très difficile à observer.�.





Instabilités - transitions de phase

Production d'instabilités

Une instabilité� est la production d'un grand effet par une petite cause, une petite cause étant une cause qui en général a de petits effets.

L'existence d'instabilités, en particulier des prix et des volumes échangés, est évidente sur les marchés financiers.

Dans la présente approche, des instabilités se produisent lorsque la fonction maximisée (S ou, selon les contraintes externes, une autre fonction: -F/T, -G/T, etc.) a plus d'un maximum sur le domaine de variation des variables internes, ce qui implique aussi que sa dérivée seconde� peut s'annuler.

Une très petite différence dans l'environnement du système peut alors produire des états d'équilibre très différents, et des "transitions de phase" peuvent se produire: le système est instable par rapport à son environnement.

De plus, du fait de l'opérateur d'aléa [K] qui tend en permanence à élargir la distribution de probabilité q dans l'équation d'évolution, le système, au voisinage d'un point où il est instable, peut passer d'un état d'équilibre à un autre alors même que son environnement est constant.

Dans les modèles construits selon cette approche, les grands systèmes - même lorsqu'ils sont constitués de sous-systèmes stables en eux-mêmes - peuvent devenir instables si les sous-systèmes interagissent fortement, par exemple en s'imitant les uns les autres.  S peut alors avoir plus d'un maximum.  Les phénomènes de foule autorenforçants engendrés par l'imitation et amplifiés par le grand nombre des sous-systèmes produisent l'instabilité du groupe.

Cf. un exemple en appendice D.



Exemple - typologie



Je suppose ici que le taux d'intérêt 1/T est imposé au système et varie continûment dans le temps.  Le paramètre interne x minimise (cf. appendice B) la fonction F(T,x).

Si F(T,x) a un seul minimum à tout instant, il n'y a pas de singularité.

Si le nombre de minima de F passe, à un certain moment, de 1 à 2, deux cas sont possibles.



Transition de phase de premier ordre

Dans ce cas, il y a une discontinuité entre le minimum initial x0 et les nouveaux minima x1 et x2.

� LINK Excel.Chart.5 "C:\\FRI\\FRENCH\\GRAP2.XLS" "1st order chart" \p ���

Cas a: F a un minimum, en x0.

Cas c: F a deux minima, en x1 et x2, et un maximum entre x1 et x2.  

Cas b: cas limite: F a un minimum, en x0; F a un point d'inflexion en x=1.

Le système ne peut aller continûment de x2 à x0: la transition de phase est du premier ordre.



Transition de phase du second ordre

Dans ce cas, il y a continuité entre le minimum initial x0 et les nouveaux minima x1 et x2.

� LINK Excel.Chart.5 "C:\\FRI\\FRENCH\\GRAP2.XLS" "2nd order chart" \p ���

Cas a: F a un minimum, en x0.

Cas c: F a deux minima, en x1 et x2, et un maximum en x0.  

Cas b: case limite: F a un minimum, en x0.

Le système peut passer continûment de x1 ou x2 à x0: la transition de phase est du second ordre.



Propriétés

Dans le cas d'une transition de phase du premier ordre, le comportement d'équilibre passe brusquement de x01 ou x02 à x0.  Pour x donné, F(T,x) est discontinue par rapport à T.

Dans le cas d'une transition de phase du second ordre, le comportement d'équilibre passe continûment mais très rapidement (� EMBED Equation.2  ���) de x0 à x1 or x2 .  Dans ce cas, pour x donné, F(T,x) est continue par rapport à T, la dérivée seconde de F par rapport à x est nulle quand x0 = x1 = x2 .



Dans les deux cas, une petite variation du paramètre externe (ici, T) déclenche une grande variation de x: il y a instabilité.



Etats métastables

Quand F a deux minima, x1  et x2, l'on doit étudier le problème davantage pour déterminer vers quel minimum x tend.

Supposons F(x1) < F(x2) .
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Si l'état initial est centré en x=x1 ou au voisinage de ce point, le système reste centré au voisinage de x=x1.

Si l'état initial est centré en x=x2 ou au voisinage de ce point, il y a compétition entre deux effets.  D'une part, le système est attiré vers x1 plus fortement que vers x2 , parce que F(x2) > F(x1).  D'autre part, le coefficient de l'état propre centré en x2 dans la combinaison linéaire initiale d'états propres est beaucoup plus grand que le coefficient de l'état propre centré en x1 .  Cela implique que, si l'état initial est assez proche de l'état propre centré en x2 et si [K] est assez petit, le système peut converger vers x2 : l'état centré en x=x2 est "presque stable".  Pour cette raison, il est appelé "métastable".



Si F(x0) - F(x2) est assez petit, une petite perturbation de l'environnement (c'est-à-dire un petit changement de la forme de F(x)) peut déclencher la transition de x=x2 à x=x1 : le système devient instable par rapport à de petits changements de son environnement.



La taille de la perturbation nécessaire pour faire franchir par le système la "barrière" de potentiel F ("F-gap") F(x0) - F(x2)  et passer de x2 à x1 (et donc le temps nécessaire pour passer de x2 à x1 si cette perturbation est un processus aléatoire) augmente quand la barrière F(x0) - F(x2) augmente.

Mémoire

Quand il y a un état stable et un état métastable, l'état dans lequel le système se stabilise dépend des conditions initiales: si l'état initial est assez proche de l'état métastable, le système converge vers cet état.  Sinon, il converge vers l'autre état.

Ainsi, même à l'équilibre, l'état du système est influencé par son passé: le système a de la "mémoire"�.  Ce type de mémoire est différent de la mémoire qui apparaît avant que l'équilibre ait été atteint (cf. � REF _Ref305221115 \n �3.3.3.1� page � PAGEREF _Ref305221115 �75� ci-après).





Maximisation de S, adaptation, mémoire et apprentissage

Mémoire

Supposons que l'environnement d'un système change.

Une fois l'adaptation au nouvel environnement réalisée, si S a un seul maximum, l'état du système est celui qui maximise S, quel que soit l'état initial: l'état du système ne dépend pas du passé, le système n'a pas de mémoire.

Au contraire, avant que l'adaptation soit achevée, l'état du système dépend de l'état initial: il dépend du passé, le système a de la "mémoire".

Dans le cas où S a deux maxima, le système peut avoir de la mémoire même lorsque le processus d'adaptation est achevé.  Cf. � REF _Ref305214890 \n �3.3.2.5� page � PAGEREF _Ref305214983 �75� ci-dessus.
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Apprentissage

Supposons que la variable descriptive x est constituée de deux variables: y et (, telles que le temps de relaxation pour des changements de y Ty est court et que le temps de relaxation pour des changements de ( T( est long.

Je définis S( par: S(x)=S(y,()=S((y).

Alors, s'il est observé pendant un temps t tel que Ty << T << T( , le système apparaît maximiser S((y) à tout instant, mais avec un paramètre ( qui change lentement: la loi de comportement du système, caractérisée par la "fonction d'utilité" S( , paraît évoluer; le système paraît "apprendre".





Entropie/utilité et information

Une définition de l'information

J'ai défini l'entropie/utilité d'un comportement x par S(x) = k ln ( (x) où ((x) est la probabilité de survie du comportement x pendant un temps (.

L'équation d'évolution implique que les systèmes, à l'équilibre, adoptent le comportement qui maximise S sous les contraintes qui leur sont imposées.

La maximisation de S(x) par rapport à x est possible seulement si l'on connaît S(x)  pour tout x.

Ainsi, puisque les systèmes se comportent comme s'ils maximisaient� la fonction S(x) , tout se passe comme s'ils "connaissaient" S(x) .

Ce sera ma définition de l'information d'un système à l'équilibre: la connaissance, pour tous les comportements possibles x, de S(x).

Cela signifie que l'information est la connaissance de S comme fonction.



S, à l'équilibre, intègre toute l'information dont dispose le système.

Avec cette définition, S, à l'équilibre, intègre toute l'information dont le système dispose.  Il est équivalent alors de dire qu'entre deux états d'équilibre successifs l'information du système a changé ou que la fonction S a changé.  Un "flux d'information" est un changement dans la fonction S (par exemple changement d'un de ses paramètres).

Cette information peut prendre plusieurs formes:

Information externe/interne.  Pour un participant au marché donné, un flux d'information peut provenir:

soit de l'extérieur du marché: "information externe" (par exemple, coups d'état);

soit des autres participants au marché: "information interne" (qui peut par exemple engendrer des comportements d'imitation autorenforçants).

Information présente/passée.  S intègre:

les flux d'information présents, qui peuvent être ou ne pas être les mêmes pour tous les participants au marché (il peut y avoir un accès différencié à l'information);

les flux d'information passée (mémoire), qui peuvent être différents selon le participant au marché et donc produire des comportements différents.

Des facteurs tels que l'horizon de temps et la stratégie de risque, qui influent sur la forme de S et donc sur le comportement, sont ici considérés comme une information, acquise à un certain moment dans le passé par l'individu, soit par essais et erreurs, soit par transmission.



Comportement dans l'incertitude

Je modélise ici un pari, et je vais montrer que S, telle que je l'ai construite, possède la propriété que, dans le cas de paris répétés, les comportements tendent à maximiser l'espérance d'entropie/utilité S.

Je suppose que l'environnement A du système peut prendre deux valeurs (qui sont les résultats du pari: "pile" ou "face"), la valeur u avec la probabilité pu et la valeur v avec la probabilité pv.

Si A prend la valeur u [resp.v], la probabilité de survie du comportement x pendant un temps ( est (u(x) [resp. (v(x)] et l'entropie/utilité du comportement x est Su(x) = k ln (u(x) [resp. Sv(x) = k ln (v(x)].

Pendant un intervalle de temps n( , n étant grand, A prend nu fois la valeur u et nv fois la valeur v.  Parce que n est grand, je fais l'approximation que nu = pu n et nv = pv n.

Ainsi, la probabilité de survie après n( est égale à: � EMBED Equation.2  ���.  Elle peut aussi être écrite � EMBED Equation.2  ���, où ((x) est la probabilité de survie d'un comportement x après (.

Il s'ensuit: � EMBED Equation.2  ���.

En prenant le logarithme des deux membres, j'obtiens:

n ln((x)= nu ln(u(x) + nv ln(v(x),

et finalement l'entropie/utilité du comportement x en cas de pari s'écrit:

S = k ln ((x) = pu Su + pv Sv .

Cela signifie qu'en cas de "pari", l'entropie/utilité du pari est l'espérance d'entropie/utilité.

La maximisation de l'espérance d'utilité dans le cas d'environnement incertain est ici une conséquence (valable seulement sous la condition que certains nombres soient grands par rapport à d'autres) des hypothèses du modèle.

Au contraire, la théorie de l'utilité classique� postule l'existence d'une fonction d'utilité ayant cette propriété.

La maximisation de l'entropie/utilité signifie que les comportements qui survivent sur le long terme (c'est-à-dire, après un grand nombre de tirages) sont ceux qui maximisent leur espérance d'entropie/utilité (par rapport aux résultats du pari).  Néanmoins, elle est valable seulement sous la condition qu'il y ait un grand nombre de "tirages" n.  Il est clair que cela n'est pas toujours le cas en pratique.  Ainsi, lorsque le nombre de tirages est petit, des comportements qui ne maximisent pas l'espérance d'utilité peuvent être fréquemment observés: parce que le nombre de "paris" par unité de temps est faible, l'adaptation est lente, si bien que les fluctuations d'adaptation sont grandes.



De plus, comme dans le cas général, les fluctuations autour du maximum de S dépendent de la dérivée seconde de S = puSu + pvSv autour de son maximum.  Cette quantité peut être plus grande ou plus petite que les dérivées secondes de Su et Sv autour de leur maximum.

Si elle est plus petite (en valeur absolue), l'incertitude de l'environnement accroît les fluctuations.  Si elle est plus grande (en valeur absolue), l'incertitude de l'environnement diminue les fluctuations.

Dans la plupart des exemples que j'ai simulés, l'effet de l'incertitude a été d'accroître les fluctuations.

Dans le cas où le système est proche d'une transition de phase, il peut arriver que la concavité de puSu + pvSv  autour de son maximum soit beaucoup plus petite que la concavité de Su et Sv autour de leur maximum.  Dans ce cas, l'incertitude de l'environnement augmente fortement les fluctuations.



Coûts de transaction

Les coûts de transaction peuvent être modélisés en tant que tels dans cette approche�, mais je laisse cela pour une étape ultérieure.



Méthodologie générale pour un système soumis à des contraintes

Cf. appendice B.

Les contraintes auxquelles les systèmes en général, et les marchés en particulier, sont soumis, peuvent être de différentes natures.

Quand les quantités totales des actifs échangés�, y-compris le numéraire, sont constantes, le marché lui-même peut être considéré comme un système isolé, et en tant que tel est régi par l'équation d'évolution construite dans le chapitre � REF _Ref316872770 \n �2�.

Néanmoins, il arrive fréquemment que les contraintes soient d'un autre type: le marché peut échanger librement certains actifs, y-compris le numéraire, en quantités quelconques mais à un prix ou taux d'intérêt (dans le cas du numéraire) donnés avec un "réservoir" de ces actifs, qui peut par exemple être une banque centrale.

Dans ce cas, le marché n'est plus isolé, et ne maximise plus S, mais minimise une autre fonction.  Dans le cas où le taux d'intérêt est constant, la fonction minimisée est appelée F.

L'équation d'évolution s'en trouve modifiée en conséquence.  Cependant les propriétés principales mentionnées plus haut, y-compris celles relatives aux fluctuations, restent valables, à condition de remplacer la maximisation de S par la minimisation de F ou d'une autre fonction.



Comportement de Bernoulli

La loi d'utilité de Bernoulli suppose que l'utilité est proportionnelle au logarithme de la richesse.

Je définis le comportement de Bernoulli par l'entropie/utilité:

S=b lnU + b1 lnV1 +...+ bn lnVn .

Ce comportement satisfait quelques propriétés simples.

Avec la définition de l'entropie/utilité utilisée dans l'approche statistique développée ici, le cas du comportement de Bernoulli apparaît comme une conséquence d'une hypothèse très simple sur la probabilité de survie: si l'on suppose qu'elle est proportionnelle à une puissance de chacun des U, V1,...,Vn, on obtient:

 � EMBED Equation.2  ���

Par définition, S est alors égale à:

S=k lna + k ( lnU + k (1 lnV1 +...+ k (n lnV�n .

Cela a précisément la forme de l'entropie/utilité d'un comportement de Bernoulli.

J'utiliserai des comportements de Bernoulli dans l'appendice E pour modéliser certains comportements.  L'appendice E donne aussi des formules complémentaires (expression de F et G).





�Conséquences sur le comportement des marchés



On commentera ici:

quelques profils généraux d'évolution des prix (� REF _Ref294664123 \n �4.1�);

le cas de l'arrivée d'un flux d'information externe (� REF _Ref294664149 \n �4.2�);

le cas d'une transition de phase dans un marché imitatif (� REF _Ref282246153 \n �4.3�).

On trouvera certains détails en appendice D.

Profils généraux d'évolution des prix

Les profils de prix résultant de l'équation d'évolution peuvent être décomposés en trois parties:

l'effet du flux d'information externe, que je ne tente pas de modéliser, et qu'en première approximation je supposerai être une marche au hasard;

les fluctuations, qui trouvent leur origine soit dans une adaptation non encore complète du marché à un nouveau flux d'information (temps t  ( () soit dans le caractère intrinsèquement aléatoire des comportements qui découle de [K];

d'autres effets, tels que:

les effets des flux d'information interne, tels que ceux liés à l'imitation entre participants au marché; ces effets peuvent causer des instabilités, de brusques sauts de prix et des tendances (cf.  � REF _Ref282246153 \n �4.3� p � PAGEREF _Ref282246153 �85�);

les effets dus à l'hétérogénéité, lorsque deux types de population sont mélangés (par exemple, populations ayant différentes attitudes par rapport au risque ou différentes vitesses d'adaptation aux flux d'information).

En général, la solution de l'équation d'évolution est complexe.  



Effet du nombre de participants

Dès lors que le nombre de participants est assez grand pour permettre les approximations de type "grands nombres" nécessaires, le nombre de participants n'a pas d'effet sur la vitesse d'adaptation si les participants interagissent faiblement.

Néanmoins, dans le cas d'interaction forte entre participants, il peut arriver que l'intensité de l'action d'un participant donné sur tous les autres participants augmente lorsque le nombre de participants augmente.  Dans ce cas, une augmentation du nombre de participants accroît la propension au comportement de foule et à l'instabilité.

Par ailleurs, si l'on étudie les variables extensives qui caractérisent le groupe des participants au marché (par exemple, masse monétaire détenue par le marché), leurs fluctuations relatives décroissent par rapport au nombre des participants (d'un facteur égal à la racine carrée du nombre de participants, selon la "loi des grands nombres").



Effets dus à l'hétérogénéité

Alors qu'un accroissement du nombre de participants d'un marché homogène n'a pas d'effet sur le profil du processus d'adaptation (sous les réserves supra), un accroissement de l'hétérogénéité d'un marché peut avoir plusieurs conséquences:

il peut changer les états d'équilibre;

même s'il ne change pas les états d'équilibre, il peut changer la manière dont les états d'équilibre sont atteints.



Le profil de l'évolution vers les états d'équilibre est donné par l'équation d'évolution.

Il est en général très complexe.

Si [K]=0, un changement de variable t((t montre que la convergence des comportements est en 1/t et celle des fluctuations de comportement tend vers 0 comme 1/(t.

Si [K](0, le problème doit être résolu au cas par cas.

Qualitativement, si différents sous-groupes de participants ont des temps de relaxation différents (par exemple, si les formes de leurs entropie/utilité sont différentes) le profil pour le groupe est une combinaison des profils des différents groupes.  L'évolution pour le groupe a une forme différente: son amortissement sera plus lent.  Etant plus lent, il laisse davantage de place pour un profil de prix reconnaissable: le marché paraît avoir davantage de "mémoire".
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Que l'hétérogénéité puisse rendre l'évolution plus lente a déjà été mentionné dans la littérature, par exemple par � REF _Ref316367572 \* MERGEFORMAT �Peters, Edgar E.� [� REF _Ref316368088 \n �1.6.2�] et � REF _Ref286633498 \* MERGEFORMAT �Müller, Ulrich A., Dacorogna, Michel M.� [� REF _Ref286633498 \n �5.3�], en particulier pour interpréter le fait que l'autocorrélation d'ordre multiple de la volatilité sur les marchés financiers ne décroît pas exponentiellement (comme le prédisent entre autres les modèles Garch) mais hyperboliquement (c'est-à-dire comme une puissance négative) par rapport à l'ordre d'autocorrélation�.  

Dans l'approche développée ici:

si [K]=0, la volatilité pour un marché homogène ne diminue pas exponentiellement mais comme 1/(temps; ainsi, l'hétérogénéité ralentit davantage un amortissement qui déjà n'est pas exponentiel;

si [K](0, l'amortissement pour un marché homogène n'a pas de forme analytique générale; dans le cas où [K] est petit la forme de l'amortissement peut être déterminée par des recherches ultérieures, en utilisant l'approximation mentionnée en appendice B.1;  même si l'amortissement pour un marché homogène est exponentiel pendant une partie de l'évolution, l'hétérogénéité pourrait néanmoins le rendre plus lent qu'exponentiel pour un marché hétérogène�.





Effet de la forme de S

Sous la condition que l'état initial ne soit pas trop éloigné de l'état d'équilibre xm (de telle sorte que S(x) puisse être approximé au second ordre par rapport à x -xm), la vitesse de l'évolution est inversement proportionnelle à la dérivée seconde de S par rapport à x en x=xm .

Cela implique que, toutes choses égales par ailleurs, plus  S(x) est pointue autour de son maximum (c'est-à-dire, plus la dérivée seconde de S par rapport à x est négative), plus la convergence est rapide.

Quand la dérivée seconde est égale à zéro, il y a une singularité (cf. les "transitions de phase" en � REF _Ref317302356 \n �3.3.2� page � PAGEREF _Ref317302470 �71�).



Effet de la forme de [K]

La forme de [K] influe de manière significative sur le processus d'évolution.

Néanmoins, il n'est pas possible de formuler grand-chose de manière analytique dans le cas général, si bien que j'ai eu recours à des simulations informatiques, qui ont montré qu'en général, quand [K] augmente:

la vitesse de l'évolution augmente;

la taille des fluctuations augmente.



Cela peut être interprété comme suit:

En termes de marchés financiers, l'existence de participants qui "testent" en permanence des niveaux de prix légèrement différents du "prix consensuel" augmente la vitesse de réaction du marché.

En termes d'évolution des espèces, l'aléa de reproduction accélère la vitesse d'adaptation à un environnement changeant (cf. les phénomènes de type "ordre par le chaos", et les effets négatifs de l'endogamie), quoiqu'il réduise le maximum d'entropie/utilité dans un environnement donné.

En termes de comportement individuel, l'imagination (c'est-à-dire, la capacité à concevoir de nouveaux comportements possibles) aide à s'adapter aux circonstances.



Cet effet peut aussi être comparé à l'effet d'une augmentation du taux de croisement sur la vitesse de convergence des algorithmes génétiques.







Arrivée d'un flux d'information externe

Je suppose ici qu'à l'instant t=t0, un flux d'information arrive sur le marché.  Dans ce cas, la fonction S(x,t) est constante par rapport à t, sauf en t=t0 , où elle présente une discontinuité.

Si [K]=0 il est possible de résoudre cette équation d'évolution exactement.

Si de plus la distribution de probabilité initiale p(x,t0) est gaussienne (ce qui est une hypothèse raisonnable puisqu'après un temps suffisamment long p(x,t) tend vers une gaussienne) les variables tendent vers leur nouvelle valeur comme 1/temps et la microvolatilité tend vers 0 comme 1/(temps.  

Si [K](0, les variables tendent vers leur nouvelle valeur selon un autre profil.  Le profil suivi, comme le montrent les simulations informatiques, dépend beaucoup de la forme et de la taille de [K], de la microvolatilité initiale et de la forme de S(x) après t0.  L'équation peut être résolue partiellement de manière analytique si [K] est suffisamment petit.

Après l'arrivée du flux d'information, la microvolatilité augmente, puis diminue.  En général, plus [K] est grand, plus la vitesse de l'évolution augmente ( l'"imagination" aide à s'adapter à des circonstance nouvelles), plus la microvolatilité est grande, et plus la décroissance de la microvolatilité est lente.

Le fait que la convergence, si [K]=0, n'est pas exponentielle mais hyperbolique (c'est-à-dire, proportionnelle à une puissance négative du temps) ou plus lente explique peut-être la persistance de l'autocorrélation de la valeur absolue et du carré de l'incrément de prix observée sur les marché (cf. � REF _Ref294664611 \n �5.2�, page � PAGEREF _Ref294664620 �90�), quoique l'hétérogénéité des participants ( cf. � REF _Ref284642959 \n �0.3.2.3� page � PAGEREF _Ref284642959 �17� et � REF _Ref305210555 \n �4.1.2� page � PAGEREF _Ref305210559 �81�) puisse aussi l'expliquer.

Le graphique qui suit est le produit d'une résolution par simulation informatique de l'équation d'évolution dans un cas où [K](0. 

Il simule le marché $/DEM comptant.  La banque centrale américaine maintient constant le taux d'intérêt sur le $, assimilé à 1/T.  Les banques centrales américaine et allemande n'interviennent pas sur le marché du DEM: la masse monétaire en DEM est constante.  Il y a une seule catégorie de traders, tous identiques.  L'entropie/utilité des traders est approximée par une entropie/utilité de Bernoulli (c'est-à-dire, logarithmique: cf.� REF _Ref305210665 \n �3.3.8� page � PAGEREF _Ref305210795 �80�).  L'information qui peut changer dans le temps est un paramètre de cette entropie/utilité.



A l'instant t=70 un flux d'information arrive sur le marché.  Il se traduit par une discontinuité de la ligne pointillée, qui symbolise l'information.  Le prix s'ajuste à sa nouvelle valeur d'équilibre.  La microvolatilité augmente après le flux d'information, puis décroît, mais elle ne tend pas vers 0 quand le temps tend vers l'infini car [K](0.
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Transition de phase dans un marché imitatif

Hypothèses générales et résultats

Ce cas est simulé en détail en appendice D.

Sur un marché imitatif�, l'imitation entre participants crée une entropie/utilité additionnelle qui est approximée en utilisant une méthode de perturbation et l'approximation de champ moyen�.

Le graphique qui suit simule le marché comptant $/DEM.  La banque centrale américaine maintient constant le taux d'intérêt sur le $, assimilé à 1/T.  Les banques centrales américaine et allemande n'interviennent pas sur le marché du DEM: la masse monétaire en DEM est constante.



Il y a deux catégories de traders.

Les traders de la première catégorie vendent et achètent parce qu'ils ont besoin de liquidité dans l'une ou l'autre devise.  Ils sont modélisés par un comportement de Bernoulli.

Les traders de la deuxième catégorie sont des spéculateurs qui suivent la tendance.  Leur comportement est modélisé par un comportement de Bernoulli, avec l'addition d'un terme qui modélise leur propension à suivre la tendance�.  L'information, qui peut changer dans le temps, est un paramètre ( des entropies/utilités.



Le taux d'intérêt étant constant, le problème est résolu non en maximisant S, mais en minimisant un autre potentiel, F (cf. � REF _Ref294664932 \n �3.3.7� page � PAGEREF _Ref294664946 �79�).

Selon le cas, F peut avoir un ou deux minima relatifs (ou davantage).  L'état stable est celui pour lequel F a un minimum absolu, mais un minimum relatif peut aussi être un état d'équilibre (métastable).

Une petite variation� du paramètre ( peut faire passer le système d'un cas où F a un minimum à un cas où F a deux minima, et, dans ce dernier cas, elle peut faire passer le système d'un minimum relatif de F à un minimum absolu.  Dans ce cas, une petite cause (petite variation de () a un grand effet sur le prix: il y a instabilité, "non-linéarité", transition de phase�.

Ce passage d'un état d'équilibre à un autre, s'il se produit rapidement, apparaît comme un changement rapide d'une variable interne du marché (en général, le prix).  "La bulle éclate", il y a un "saut de prix lié à une transition de phase".

Si par contre le passage d'un état d'équilibre à un autre se produit plus lentement, il apparaît comme une tendance: la bulle n'"éclate" pas, elle "se dégonfle".  Le marché a une "mémoire" pendant la durée de la tendance, il y a une "tendance liée à une transition de phase".

Le graphique suivant simule le cas où le saut de prix est rapide.
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Augmentation de la microvolatilité avant les sauts de prix liés à des transitions de phase

Une caractéristique théorique des transitions de phase est que les fluctuations augmentent ou tendent même vers l'infini juste avant le saut de prix�.

Cela a deux conséquences:

La microvolatilité (qui est l'amplitude des fluctuations) augmente, pouvant tendre vers (, avant le saut de prix.

L'autocorrélation de la série des incréments de prix devient plus négative, pouvant atteindre -0,5�.



Ce résultat théorique� est important, car il peut aider à prévoir des instabilités�.  Cf. un test expérimental de ce résultat en � REF _Ref294665210 \n �5.3.1�, page � PAGEREF _Ref294665222 �94�.

Turbulence du profil de prix

Il apparaît sur le graphique que l'évolution du prix, avant les sauts de prix, ne suit pas uniformément l'évolution de l'information.



Cela est causé par le délai nécessaire au marché pour s'adapter à chaque nouveau flux d'information ("hystérésis"): le prix "court après" l'information.  Dans cette course, la "distance" entre le prix et l'information peut varier d'une manière irrégulière.  Parfois le prix perd du terrain, parfois il en regagne.  Le résultat est un profil turbulent.  Si le flux d'information est assez lent, le prix a suffisamment de temps pour s'adapter pleinement à chaque bit d'information avant le bit suivant; si au contraire le flux d'information est suffisamment rapide, le profil devient turbulent, même si le flux d'information lui-même ne l'est pas.



La turbulence est plus grande avant le saut de prix qu'après (sur le graphique, elle apparaît même exclusivement avant le saut de prix).  Cela peut être expliqué comme suit: la convexité du potentiel F est plus petite avant le saut de prix (quand le système est en un état métastable) qu'après le saut de prix ( quand le système est en un état stable).  Dès lors que le temps de relaxation augmente quand la convexité de F décroît (cf. appendice B), il est plus grand avant le saut de prix qu'après: le prix a "plus de mal" à suivre l'information avant le saut de prix qu'après.
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Cela est une illustration de la complexité de la solution de l'équation d'évolution dans le cas général.

�Test de certaines prédictions théoriques

Choix du marché test

Le modèle devait être testé sur un marché qui satisfasse, autant que possible, ses hypothèses.  J'ai choisi le marché $/DEM interbancaire, sur de courtes échelles de temps.

Les raisons qui m'ont conduit à tester le modèle sur le marché des changes sont les suivantes:

la liquidité de ces marchés;

le fait qu'ils sont relativement peu réglementés�;

le fait que des données y sont disponibles sur les courtes échelles de temps que j'entends étudier;

le fait que les fondamentaux� (l'information externe et son interprétation) sur les marchés des changes sont souvent moins clairs que sur les marchés d'actions, ce qui laisse plus de place pour l'information interne et donc pour les phénomènes imitatifs et les transitions de phase.



Le marché $/Deutsche Mark a été choisi parce qu'il est le plus liquide.



J'ai choisi de tester le modèle sur de courtes échelles de temps pour deux raisons:

Sur de courtes échelles de temps, le flux d'information externe (que je n'essaie pas de modéliser, comme indiqué plus haut) est plus réduit que sur de longues échelles de temps, ce qui laisse plus de place pour les effets de l'information interne qui causent les transitions de phase.

Il y a eu moins d'études sur le comportement des prix sur de très courtes échelles de temps� que sur des échelles de temps supérieures ou égales à un jour, en particulier sur le marché des changes.



Cohérence des propriétés générales des séries de prix avec les prévisions du modèle



Les propriétés générales des séries de prix, telles qu'elles sont résumées dans l'appendice A, sont les suivantes:

Sur de très courtes échelles de temps (inférieures à quelques minutes), le processus est très proche d'un bruit non gaussien.

Sur des échelles de temps courtes (de quelques minutes à quelques heures), l'hypothèse de marche au hasard est invalidée par la leptokurtosicité, qui est maximale pour des échelles de temps de 5 à 10 minutes puis décroît.

Sur des échelles de temps plus longues, la leptokurtosicité décroît, mais le caractère significatif des résultats décroît aussi.

Le marché a une certaine mémoire de sa volatilité (l'autocorrélation d'ordre multiple de la valeur absolue et du carré de la variation de prix décroît hyperboliquement et non exponentiellement quand l'ordre d'autocorrélation augmente: la volatilité tend à "s'agglutiner").





D'une manière générale, ces résultats semblent cohérents avec la prévision théorique, moyennant l'hypothèse supplémentaire que les grands� sauts de prix qui causent la leptokurtosicité sont créés par des instabilités liées aux transitions de phase.

Sur de très courtes échelles de temps (inférieures à quelques minutes), le bruit� peut être causé par les coûts de transaction, par des biais expérimentaux�, ou par d'autres causes reflétant la microvolatilité mentionnée plus haut dans les chapitres théoriques.

Sur des échelles de temps comprises entre quelque minutes et un jour, l'augmentation de la leptokurtosicité refléterait alors la prédominance des traders à court terme: ces derniers utilisant souvent les outils de l'analyse technique, qui induisent des comportements imitatifs, et donc des instabilités liées aux transitions de phase, il n'est pas surprenant que les rendement soient leptokurtiques sur ces échelles de temps�.

Sur des échelles de temps supérieures ou égales à un jour�, la moindre leptokurtosicité refléterait la place croissante, d'une part de l'information externe, et d'autre part des marchés de produits dérivés, dont les modèles de valorisation sont fondés principalement sur l'hypothèse d'efficience des marchés.  Cela expliquerait que les rendements soient voisins de la lognormalité.
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Dans cette perspective, la persistance de la volatilité peut être interprétée de deux manières:

L'équation d'évolution peut produire des convergences hyperboliques� (dans le cas [K]=0: cf. appendice B; si [K](0, je n'ai pas pu déterminer si la convergence est hyperbolique ou exponentielle ou a une autre forme), même pour des marchés homogènes.

L'hétérogénéité des marchés peut aussi suffire à expliquer une convergence plus lente qu'une convergence exponentielle





Test de propriétés particulières prédites par le modèle

En sus de sa cohérence globale avec les propriétés expérimentales du processus de prix, l'approche théorique développée plus haut produit deux prévisions liées à l'existence de phénomènes d'imitation:

l'augmentation de la microvolatilité avant les sauts de prix brusques liés à des transitions de phase;

et l'existence de tendances.



Augmentation de la microvolatilité avant les sauts de prix liés à des transitions de phase

Le modèle conduit à distinguer trois types de grands sauts de prix:

Sauts de prix causés par un flux d'information externe arrivant de manière inattendue sur le marché; ces sauts de prix ne devraient pas être précédés d'une augmentation de la microvolatilité.

Sauts de prix causés par un flux d'information externe, dont l'arrivée est attendue mais dont la nature ne l'est pas (par exemple, un résultat électoral); de telles situations peuvent être modélisées comme des cas de comportement dans l'incertitude (cf.� REF _Ref294666074 \n �3.3.3�, page � PAGEREF _Ref294666100 �75� ); ces sauts de prix devraient en général (sur la base des résolutions sur informatique de l'équation d'évolution) être précédés par une augmentation de la microvolatilité.

Sauts de prix causés par un "petit" flux d'information externe (c'est-à-dire un flux d'information qui habituellement n'induirait pas un grand saut de prix) ou sans cause externe apparente; ces sauts de prix (liés à des transitions de phase) devraient être précédés par une augmentation de la microvolatilité

Ce denier phénomène peut être utilisé pour aider à prédire des instabilités.  Certains praticiens m'ont dit que, qualitativement, ils ont observé un tel phénomène.

Un test exhaustif nécessiterait de posséder un enregistrement des nouvelles arrivées sur le marché pendant la période étudiée, et de pouvoir distinguer les nouvelles "grandes" et "petites" (c'est-à-dire les nouvelles qui habituellement auraient un effet sur le marché "grand" et "petit").  De grands sauts de prix ne coïncidant pas avec l'arrivée d'un "grand" flux d'information seraient alors considérés comme liés à une transition de phase.

Quoiqu'il existe des enregistrements des informations reçues par les marchés, la distinction entre "grandes" et "petites" nouvelles ne peut être opérée que conjointement avec un praticien.  J'ai renvoyé cela à une phase ultérieure et me suis borné à tester l'augmentation de la microvolatilité avant tous les grands sauts de prix. Puisque, selon la théorie:

la microvolatilité ne devrait pas changer avant des nouvelles non attendues;

et ne devrait pas diminuer avant des nouvelles qui sont attendues mais dont la nature ne l'est pas;

un test expérimental sur tous les sauts de prix (quelle que soit leur cause) mettant en évidence une augmentation de la microvolatilité peut être considéré comme cohérent avec la théorie�.



L'augmentation de la microvolatilité peut être caractérisée de deux manières:

une augmentation de la microvolatilité elle-même (c'est-à-dire, une augmentation de l'amplitude du bruit),

une diminution (algébrique) de l'autocorrélation des variations de prix, qui devrait tendre vers  -0.5� , ou, ce qui est équivalent, une augmentation de l'autocorrélation négative�.



Les tests sur l'augmentation de l'amplitude du bruit sont rendus expérimentalement difficiles par le fait que, lorsque le prix saute, la standard déviation de la variation de prix tend vers ( dans tous les cas.  Je n'ai mis en évidence aucune validation ou invalidation de la prédiction théorique en testant l'augmentation de l'amplitude du bruit.

Au contraire, les tests menés sur la variation de l'autocorrélation semblent cohérents avec la prédiction théorique.

� REF _Ref305226661 \* MERGEFORMAT �Goodhart, Charles A.E., Figliuoli, L.� [� REF _Ref305227238 \n �5.7�] ont déjà mis en évidence, indépendamment de mes analyses, une augmentation de l'autocorrélation négative avant les grands sauts de prix.

Les tests que j'ai menés sur les séries que j'ai moi-même étudiées� confirment ce phénomène.

Pour une "longueur de boîte" d'une minute, le tableau ci-après indique la valeur de l'autocorrélation de premier ordre de la série des variations de prix�, sur des boîtes décalées de -10 à +8 boîtes par rapport aux boîtes où la variation de prix a une certaine valeur par rapport à sa standard déviation.

Avril/juin 93 

Décalage ��-10�-9�-8�-7�-6�-5�-4�-3�-2�-1�0�1�2�3�4�5�6�7�8��Saut de prix / standard déviation�Nombre   de boîtes���������������������0 a 3�49580�-0.27�-0.27�-0.27�-0.27�-0.27�-0.27�-0.27�-0.28�-0.28�-0.25�-0.24�-0.28�-0.27�-0.27�-0.27�-0.27�-0.26�-0.27�-0.27��3 a 6�2626�-0.18�-0.16�-0.17�-0.13�-0.19�-0.19�-0.20�-0.15�-0.14�-0.39�-0.43�-0.14�-0.22�-0.22�-0.19�-0.17�-0.25�-0.22�-0.21��6 a 9�86�-0.13�-0.14�0.27�-0.27�-0.23�-0.07�0.28�0.18�-0.15�-0.35�-0.33�-0.37�0.07�-0.21�-0.12�-0.15�-0.27�0.15�-0.28��9 a 12�10�0.17�-0.06�0.27�-0.41�0.70�-0.24�-0.64�0.32�0.29�0.00�0.19�0.25�0.54�-0.26�0.23�-0.09�0.28�0.11�0.53��12 a 15�9�0.58�-0.26�-0.89�-0.42�0.07�-0.83�-0.04�-0.20�0.40�0.28�0.19�-0.17�0.35�0.52�0.02�-0.61�-0.39�-0.46�0.21��15 a 18�3�-0.43�-1.00�0.98�0.56�-0.73�0.81�-0.89�-0.14�0.79�-0.21�0.69�-0.85�0.95�0.01�-0.70�0.80�-1.00�-0.89�0.12��18 a 21�1���������������������27 a 30�2���������������������Ratio R3��0.7�0.6�0.6�0.5�0.7�0.7�0.7�0.5�0.5�1.5�1.8�0.5�0.8�0.8�0.7�0.6�0.9�0.8�0.8��

Septembre/novembre 93

Décalage��-10�-9�-8�-7�-6�-5�-4�-3�-2�-1�0�1�2�3�4�5�6�7�8��Saut de prix / standard déviation�Nombre de boîtes���������������������0 a 3�45494�-0.27�-0.27�-0.26�-0.27�-0.27�-0.28�-0.27�-0.27�-0.28�-0.26�-0.25�-0.27�-0.27�-0.27�-0.26�-0.26�-0.27�-0.26�-0.27��3 a 6�1251�-0.18�-0.21�-0.22�-0.13�-0.13�-0.07�-0.16�-0.12�-0.11�-0.38�-0.44�-0.22�-0.14�-0.20�-0.23�-0.21�-0.20�-0.22�-0.18��6 a 9�76�-0.11�0.02�-0.22�-0.04�-0.10�0.06�0.02�0.02�-0.07�-0.24�-0.26�-0.17�-0.02�-0.18�-0.22�-0.30�-0.11�-0.38�-0.13��9 a 12�11�-0.06�-0.19�0.06�0.83�0.68�-0.37�0.12�0.33�0.37�0.52�0.71�-0.17�0.28�-0.41�0.10�-0.47�0.04�-0.23�-0.21��12 a 15�5�-0.83�-0.02�-0.90�0.22�-0.47�-0.67�0.74�-0.88�-0.83�-0.50�0.12�0.55�0.75�-0.48�0.20�0.09�-0.88�0.88�-0.92��21 a 24�2���������������������24 a 27�1���������������������30 a 33�1���������������������Ratio R3��0.7�0.8�0.8�0.5�0.5�0.3�0.6�0.4�0.4�1.4�1.8�0.8�0.5�0.8�0.9�0.8�0.8�0.8�0.7��

Le ratio R3 est le rapport entre le coefficient de corrélation pour les sauts de prix compris entre 3 et 6 fois la standard déviation du saut de prix et le coefficient de corrélation pour les sauts de prix compris entre 0 et 3 fois cette standard déviation.  Par exemple, quand le décalage est égal à 0, (-0.44)/(-0.25) = 1.8.  

Les résultats pour les deux séries, avril/juin 93 et septembre/novembre 93, sont très semblables.
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Pour les sauts de prix compris entre 3 et 6 fois la standard déviation, la corrélation pour les décalages 0 et -1 est clairement beaucoup plus négative que la corrélation pour les sauts de prix inférieurs à 3 fois la standard déviation.

Pour les sauts de prix supérieurs à 6 fois la standard déviation, le nombre de sauts de prix devient très faible, ce qui réduit le caractère significatif du résultat.



Le graphique suivant compare mes résultats avec ceux de Goodhart et Figliuoli.  La comparaison est biaisée par certaines différences dans la manière dont certains calculs sont faits.  Qualitativement, les formes des différents résultats sont similaires.
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Ces résultats devraient être testés sur d'autres longueurs de boîte, en changeant:

d'une part l'échelle de temps sur laquelle les sauts de prix sont mesurés,

et d'autre part l'échelle de temps sur laquelle les variations de prix utilisées pour calculer l'autocorrélation sont mesurées.



Quand la première échelle de temps est égale à 6 mn et quand la seconde est égale à 1 minute, j'ai trouvé un résultat conforme aux prévisions du modèle.

Quand ces deux échelles sont égales à 6 mn�, je n'ai pas trouvé le résultat prévu par le modèle.



A la fois les résultats de Goodhart et Figliuoli et les tests que j'ai réalisés semblent suggérer, au vu de leur possible intérêt pratique (prévision des grands sauts de prix) et de leur intérêt théorique pour l'approche développée ici, que des tests similaires soient réalisés:

sur une gamme d'échelles de temps plus vaste, puisque l'échelle de temps choisie pour le test influe sur la valeur de l'autocorrélation;

sur d'autres séries de prix;

en utilisant d'autres méthodes pour extraire des séries de prix "à intervalles de temps constants"�;

et en essayant de classifier les grands sauts de prix selon les trois catégories mentionnées plus haut (grands flux d'information externe non attendus, grands flux d'information externe attendus mais dont la nature n'est pas attendue, absence d'un grand flux d'information externe).



Tendances liées à des transitions de phase



Une tendance est définie ici comme une période de temps durant laquelle le prix augmente ou diminue de manière persistante, sans qu'aucun flux d'information externe ne paraisse causer cette hausse ou cette baisse.  De telles tendances apparaissent, dans le développement du modèle (cf. � REF _Ref307632810 \n �4.3.1� page � PAGEREF _Ref307632832 �85�), lorsqu'une "bulle" se "dégonfle" lentement (alors que les bulles qui se dégonflent brutalement ("crèvent") se traduisent par de grands sauts de prix rapides).

D'après le modèle, une telle tendance devrait être précédée d'une augmentation de la microvolatilité, comme les grands sauts de prix.



Si des tendances existent effectivement, il est clair que des rendements élevés peuvent être obtenus, si l'on est capable:

(1) d'identifier la présence d'une tendance;

(2) et de connaître la durée minimale de la tendance, ce qui permet de réaliser le profit avant la fin de la tendance.

Aussi la question de l'existence de tendances a-t-elle induit de nombreux travaux, qui concluent tantôt à l'absence, tantôt à la présence de tendances.  (Les travaux les plus concluants en matière de prévision de tendances n'ont probablement pas été publiés par leurs auteurs...)



Pour tester l'existence d'un type de tendance donné, l'on peut fonder une stratégie sur cette tendance et tester si le rendement qui en résulte est de manière persistante supérieur à la moyenne.

La stabilité du profit réalisé est une question importante: par "data mining", il n'est pas très difficile de trouver des tendances dans n'importe quelle série de données.  Peu d'entre elles (voire aucune) persisteront cependant sur d'autres séries de données�.

De plus, sur des échelles de temps courtes telles que celles que j'étudie, les coûts de transaction sont significatifs: ils favorisent la présence de tendances, mais réduisent ou annulent le profit susceptible d'en être tiré.

Sur les deux séries que j'ai étudiées, j'ai simulé plusieurs stratégies.  Le profit dépend de manière critique des coûts de transaction.

Avec les coûts de transaction que j'ai utilisés, certaines stratégies étaient profitables après coûts de transaction, mais le profit n'était pas stable (c'est-à-dire, n'était pas positif sur les deux séries).  Aucun des types de tendances détectés dans les deux séries n'a produit un rendement positif après coûts de transaction, quoique certains d'entre eux aient financé une portion appréciable de ces coûts.  Des coûts de transaction plus faibles que ceux que j'ai utilisés (qui pourraient être plus élevés que les coûts de transaction de certains participants sur les marchés réels) produiraient des résultats bien meilleurs.

Beaucoup de travaux ayant été menés sur ce sujet, il est probable qu'utiliser la microvolatilité comme seul prédicteur ne peut pas conduire à une stratégie profitable (si les marchés ne sont pas efficients, ils ne sont pas loin de l'efficience).  La microvolatilité devrait plutôt être utilisée en combinaison avec d'autres indicateurs pour améliorer des stratégies existantes.

Davantage de travaux sont nécessaires sur ce sujet.



Interprétation des tests réalisés

Des tests expérimentaux peuvent invalider une théorie, ils ne peuvent pas la valider.

Cela est encore plus vrai dans un domaine qui met en jeu des comportements humains.

Aussi la comparaison des résultats expérimentaux et des prévisions de la théorie se pose-t-elle davantage en termes de cohérence et de plausibilité que de preuve irréfutable.



L'existence d'un bruit dans le processus de prix observé est cohérente avec la prédiction théorique (qui l'interprète comme la "microvolatilité") mais peut aussi être expliquée par les seuls coûts de transaction�, si bien que la théorie ne procure pas ici de pouvoir explicatif nouveau.

La leptokurtosicité observée est cohérente avec la prédiction théorique d'instabilités liées à des transitions de phase.

L'augmentation de l'autocorrélation négative observée avant les grands sauts de prix est cohérente avec la prévision théorique d'augmentation de la microvolatilité avant les sauts de prix liés à des transitions de phase (et avec la prévision que la microvolatilité ne peut pas diminuer avant les autres grands sauts de prix).  Ce résultat, également trouvé par d'autres auteurs de manière indépendante, n'est pas une preuve, mais est à ce jour (avec la persistance de l'autocorrélation) l'argument expérimental le plus fort en faveur de l'approche théorique développée ici.

L'existence, prédite par la théorie, de tendances liées à des transitions de phase, n'a pas été confirmée à ce jour, mais elle n'a pas non plus été invalidée: des travaux complémentaires sont nécessaires.

�Conclusion



En résumé



Les marchés sont modélisés comme de grands groupes de comportements évolutifs.

( Parce que ce sont de grands groupes de comportements en interaction, les outils généraux de la mécanique statistique peuvent leur être appliqués, de même qu'à de nombreux autres types de systèmes constitués de nombreux sous-systèmes en interaction.

( Cependant, parce que les comportements individuels sont modélisés ici comme "évolutifs" (au sens de: régis par la "loi de sélection naturelle"), les marchés ont des spécificités que l'on ne rencontre pas lorsque l'on modélise d'autres types de systèmes.

Je ne tente pas de modéliser le flux d'information arrivant sur le marché; au contraire, je vise à modéliser comment un marché réagit à un flux d'information donné.

La description n'est pas déterministe: les paramètres qui décrivent le marché fluctuent autour de valeurs moyennes.  Les fluctuations qui en résultent ("microvolatilité") sont en général petites.

L'arrivée d'un flux d'information déclenche une augmentation, puis une diminution de la "microvolatilité".

Le modèle peut aider à interpréter la persistance de la volatilité observée expérimentalement sur les marchés réels.

Dans certains cas critiques, alors même que les lois de comportement de chaque participant au marché sont linéaires, les interactions entre participants créent des phénomènes qui se renforcent d'eux-mêmes et peuvent rendre le marché instable, c'est-à-dire susceptible de réagir fortement à une information dont l'impact est habituellement faible.  Les grands sauts de prix qui en résultent créent de la leptokurtosicité dans le processus de prix.

Avant le déclenchement de ces instabilités, le modèle prédit que la microvolatilité augmente fortement.  Cela semble confirmé expérimentalement, et peut procurer un prédicteur d'instabilités.

Le modèle aide à expliquer pourquoi le processus de prix observé sur les marchés réels diverge du mouvement brownien découlant des versions primaires de l'efficience des marchés.

L'hypothèse d'efficience des marchés n'est pas invalidée: elle apparaît comme une limite asymptotique, dont les marchés sont rarement éloignés.

Parmi les applications pratiques possibles figure la prévision d'instabilités.



Ce que l'approche peut apporter et ce qu'elle ne peut pas apporter

Comme on l'a souligné plus haut, l'approche présentée ici ne vise pas à modéliser le flux d'information mais à modéliser l'impact sur le marché d'un flux d'information donné.

La question de savoir si une telle perpective présente un intérêt peut être discutée.  Pour les partisans de l'efficience des marchés dans sa version primaire, la réponse est négative.  Néanmoins, les difficultés rencontrées lorsque l'on tente de réconcilier l'efficience des marchés avec les marchés réels (cf. l'introduction) suggèrent qu'un besoin pour ce type de modélisation existe.



Sur un plan théorique

L'approche développée dans le présent document se situe au confluent de deux types d'approches:

les approches, mentionnées en � REF _Ref294408456 \n �1.1� page � PAGEREF _Ref294408456 �23�, qui modélisent de grands groupes de comportements économiques en utilisant les outils de la mécanique statistique,

et les approches, mentionnées en � REF _Ref296691125 \n �2.2� page � PAGEREF _Ref296691125 �46�, qui modélisent les comportements économiques comme des processus évolutifs régis par la "loi de sélection naturelle".



Les deux types d'outils auxquels il est fait recours ne sont pas ici utilisés sur le même plan:

la modélisation des comportements financiers par des processus darwiniens est une hypothèse en soi, forte, et qui permet de poser le problème;

au contraire, les outils de la mécanique statistique sont utilisés ici comme une simple méthode mathématique� permettant de reformuler et résoudre le problème de manière simple, sous réserve que quelques hypothèses peu exigeantes (essentiellement, "grands nombres") soient satisfaites.



L'approche présentée ici peut être comparée comme suit avec d'autres approches existantes.



Comparaison avec les modèles d'imitation non fondés sur des potentiels

Le besoin de modéliser l'imitation entre participants au marché a produit de nombreux modèles dans la littérature�.  La plupart d'entre eux peuvent être classés en deux catégories:

les modèles de type "force", où l'action de chaque participant sur chaque autre est décrite par une équation, et où le système d'équations qui en résulte (qui contient de nombreuses équations puisqu'il y a beaucoup d'interactions) est ensuite résolu en effectuant des approximations mathématiques�,

les modèles de type "potentiel", où l'action de chaque participant sur chaque autre est décrite par la maximisation d'une fonction ("potentiel") et où, cette fonction étant extensive, le marché qui en résulte est décrit par la maximisation d'une fonction égale à la somme des fonctions correspondant à chaque interaction.



Au cours de la modélisation développée dans le présent document, il apparaît une fonction, S, que les individus maximisent sous réserve de fluctuations.  Ainsi, cette approche peut être classifiée comme de type "potentiel", par opposition aux approches de type "force".

Le "potentiel" S, parce qu'il se trouve être extensif, rend l'agrégation des comportements facile.  Cela n'est pas surprenant: l'on sait que, même s'il y a une équivalence générale entre approches de type "potentiel" et de type "force"�, les approches de type "potentiel" ont connu historiquement beaucoup plus de succès sur un plan pratique, parce qu'elles sont beaucoup plus propices aux approximations que l'on doit inévitablement faire pour agréger les interactions entre composants de systèmes complexes.

Sous cet angle, l'approche développée ici peut être, dans de nombreux cas, plus puissante et plus facile d'emploi que d'autres modèles financiers (y-compris certains relevant par ailleurs de l'approche "darwinienne) qui utilisent une formulation de type "force".



Comparaison avec les approches fondées sur la maximisation d'une fonction d'utilité

Le potentiel utilisé dans la présente approche n'est pas postulé: il est construit à partir du concept de survivabilité des comportements.  Cela distingue la présente approche d'autres approches fondées sur le postulat d'existence d'une fonction d'utilité.

La maximisation de l'entropie/utilité est cohérente, à la limite des fluctuations nulles, avec la théorie de l'utilité classique (ainsi qu'avec ses faiblesses, telles que le paradoxe d'Allais).  Ainsi, cette approche réconcilie:

les approches classiques fondées sur l'utilité, qui sont une première approximation cohérente avec le concept intuitif de cause finale comme fondement du comportement individuel, mais qui, étant déterministes, ne rendent pas compte des fluctuations des comportements réels;

et ces fluctuations.

Contrairement aux approches classiques fondées sur l'utilité, la présente approche décrit non seulement le comportement vers lequel le système converge, mais aussi le cheminement par lequel cette convergence s'opère: par cela même, elle permet de modéliser la dynamique des systèmes.

Une spécificité supplémentaire de la présente approche, comparée à la théorie de l'utilité classique, est que, en cas de comportement dans l'incertitude, elle déduit de ses hypothèses que les systèmes tendent à maximiser leur espérance d'entropie/utilité, alors que la théorie de l'utilité classique ne produit aucun résultat par elle-même en ce domaine et doit postuler la maximisation de l'espérance d'utilité� en cas de comportement dans l'incertitude pour être applicable à ce cas.



Comparaison avec les approches existantes qui utilisent aussi des outils empruntés à la mécanique statistique (cf. � REF _Ref316617424 \n �1.4� page � PAGEREF _Ref316617930 �37�)

La "loi de sélection naturelle", comme loi élémentaire d'évolution des sous-systèmes, est explicitement substituée dans la présente approche aux lois fondamentales (mécanique quantique par exemple) qui régissent les sous-systèmes physiques.  Cela permet d'éviter de transposer trop rapidement à la finance des phénomènes observés en physique, qui découlent des lois fondamentales de la physique et n'ont aucune raison de s'appliquer à la finance. En particulier, l'équation d'évolution qui en résulte est radicalement différente des équations d'évolution rencontrées en physique.

Contrairement à � REF _Ref286634491 \* MERGEFORMAT �Vaga, Tonis� [� REF _Ref286634491 \n �2.8.8�] (qui considère que les sous-systèmes sont les groupes d'industries), mais en accord avec toutes les autres approches, la présente approche considère que les sous-systèmes sont les participants au marché.

La probabilisation n'est pas fondée sur des préférences aléatoires (comme dans � REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�]) ou sur des demandes aléatoires (comme dans � REF _Ref316457663 \* MERGEFORMAT �Brock, William A.� [� REF _Ref316457663 \n �2.8.2�] et [� REF _Ref316457669 \n �2.8.3�], et � REF _Ref316432941 \* MERGEFORMAT �Brock, William A., LeBaron, Blake D.� [� REF _Ref316432941 \n �2.8.4�]) ou sur des changements d'opinion aléatoires (comme dans � REF _Ref316457786 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref316457788 \n �2.8.5�]) ou sur un dénombrement des transactions possibles (comme dans � REF _Ref304857923 \* MERGEFORMAT �Foley, Duncan K.� [� REF _Ref304857923 \n �2.8.7�]).  Elle est basée sur un processus de "sélection naturelle" du comportement "le plus adapté".

En conséquence, l'équation d'évolution est différente des équations d'évolution qui sous-tendent ces approches.  

Dans la présente approche, la fonction qui est maximisée est cohérente avec la description classique des participants individuels au marché fondée sur la théorie de l'utilité: l'entropie/utilité est la somme d'entropies/utilités individuelles qui mesurent les préférences des participants.  Cela n'est pas le cas pour les autres approches, dont l'"entropie" (cf. par exemple l'"entropie de marché" de � REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�] et � REF _Ref316457663 \* MERGEFORMAT �Brock, William A.� [� REF _Ref316457663 \n �2.8.2�] et [� REF _Ref316457669 \n �2.8.3�]) mesure le caractère plus ou moins aléatoire des comportements, non leur caractère plus ou moins préférable.

La présente approche atteint ainsi les deux objectifs mentionnés en � REF _Ref317317585 \n �2.1� page � PAGEREF _Ref317319162 �45�: elle applique la mécanique statistique à des marchés financiers, considérés comme de grands groupes d'individus en interaction, et la description qui en résulte est cohérente avec la théorie classique de l'utilité.

Une spécificité supplémentaire de la présente approche, comparée aux autres applications de la mécanique statistique aux marchés financiers, est qu'elle prédit que les systèmes tendent à maximiser leur espérance d'"entropie/utilité" en cas de comportement dans l'incertitude.



En tant que simple description variationnelle, l'approche développée ici ne fournirait aucun résultat nouveau par rapport aux résultats de la théorie classique de l'utilité.

Ce qu'elle peut fournir est double:

à cause de l'extensivité de S, un cadre général sur lequel bâtir des modèles d'agrégation,

à cause des fluctuations inhérentes à l'approche évolutive adoptée, un modèle pour décrire les fluctuations de comportement (que la théorie classique de l'utilité, étant purement déterministe, ne prend pas en compte) et pour décrire le processus d'apprentissage par lequel les états d'équilibre sont atteints.



En tant que telle, cette approche permet de modéliser deux des défis à l'efficience des marchés mentionnée dans l'introduction (cf. � REF _Ref289487057 \n �0.3� page � PAGEREF _Ref289487057 �15�): le caractère non instantané du processus d'adaptation et l'hétérogénéité des participants.



Sur un plan pratique

Sur un plan pratique, la présente approche prédit un accroissement de la microvolatilité avant les sauts de prix brusques liés à des transitions de phase�.  

Par ailleurs, la présente approche prédit aussi l'existence de tendances et un accroissement de la microvolatilité avant les tendances.

Elle permet aussi d'interpréter la persistance de la volatilité.



Directions pour des recherches ultérieures

Des recherches supplémentaires, à la fois théoriques et pratiques, sont nécessaires.  Les directions suivantes peuvent être mentionnées.

Résolution plus approfondie de l'équation d'évolution

Je n'ai résolu que partiellement l'équation d'évolution.

Dans le cas où l'équation peut être approximée par une équation de type Schrödinger mais réelle, il est possible de résoudre l'équation exactement.  J'ai cependant laissé ouverts plusieurs aspects:

Les solutions de l'équation d'évolution doivent être positives alors qu'en général les solutions de l'équation de Schrödinger peuvent prendre des valeurs négatives.  Aussi faudrait-il vérifier si et sous quelles conditions les vecteurs propres de l'équation de Schrödinger peuvent constituer une base de l'espace des solutions de l'équation d'évolution.

Une expression analytique de l'évolution de la valeur moyenne et des fluctuations de la variable x devrait être recherchée.  En particulier, il conviendrait de déterminer si l'amortissement des fluctuations dans le cas d'un marché homogène est hyperbolique ou exponentiel.  Au cas où elle serait hyperbolique, l'hétérogénéité des marchés réels ne serait plus nécessaire pour expliquer que l'amortissement sur les marchés réels n'est pas exponentiel.  Dans ce cas, la valeur théorique de l'exposant négatif caractéristique de l'amortissement devrait être comparée à sa valeur expérimentale.  Au cas où aucune expression analytique ne pourrait être trouvée, des simulations sur informatique pourraient être utiles.

Dans le cas général, il conviendrait de rechercher ce qui peut être dit sur les propriétés générales de la solution:

influence de la forme de S sur le profil de l'évolution;

influence de la forme de [K] sur le profil de l'évolution.

Dans le cas d'un groupe de comportements, il conviendrait de rechercher davantage:

la valeur des fluctuations des variables internes intensives;

l'effet de l'hétérogénéité sur la forme de la solution.

L'équation d'évolution peut être lue en termes de "théorie du chaos".  Il conviendrait d'approfondir dans cette direction et, par exemple, d'essayer de voir s'il y a davantage qu'une simple similarité terminologique entre l'"entropie/utilité" telle que je la construis et l'entropie de Kolmogorov-Sinaï.  Il conviendrait de voir si et comment une telle lecture de l'équation d'évolution en termes de théorie du chaos peut être reliée aux applications actuelles de la théorie du chaos à la finance.

Modélisation d'autres phénomènes autorenforçants

Le formalisme général fourni par l'approche pour modéliser l'interaction entre les participants au marché pourrait être utilisé pour modéliser d'autres phénomènes autorenforçants que les comportements imitatifs entre participants, parmi lesquels:

le risque systémique sur les marchés où la défaillance d'un participant peut déclencher une instabilité, à modéliser comme une transition de phase;

le cas où les prix de deux actifs sont liés (par exemple, le prix d'un dérivé et de son sous-jacent), si bien que l'imitation se produit non plus entre participants au marché mais entre actifs: chaque participant ajuste son comportement à l'égard de l'un des actifs en fonction du prix de l'autre actif.

Modélisation plus poussée des fluctuations de certains prix

Une force de l'approche présentée ici est qu'elle permet de modéliser la "microvolatilité", fluctuations du prix qui ne sont pas causées par un changement simultané de l'information externe du marché.

Un problème rencontré lors du test de cette approche est qu'il est difficile expérimentalement de mesurer la microvolatilité.  Les marchés de produits dérivés peuvent fournir une solution à cette difficulté dans certains cas.

Sur de tels marchés, le prix d'un dérivé est lié au prix de l'actif sous-jacent et à d'autres variables telles que le taux d'intérêt et la volatilité par une formule (telle que la formule de Black et Scholes), en principe sans ambiguïté.  En étudiant la différence entre le prix observé et le prix donné par la formule, on peut en principe filtrer l'effet de l'information externe sur tous les arguments de la formule.

Une application pratique possible serait alors d'utiliser les variations des fluctuations de cette différence comme prédicteur d'instabilités.

Modélisation des coûts de transaction

Dans les modélisations, je n'ai pas tenu compte des coûts de transaction.

Il convient de les introduire.  Dans ce cas, la forme mathématique du problème devrait probablement être assez proche de la forme trouvée en physique lors de la modélisation de l'émission de radiations pendant une interaction entre deux corps.

Tests supplémentaires de l'accroissement de la microvolatilité avant sauts de prix liés à des transitions de phase

Il conviendrait de poursuivre sur la base des résultats de Goodhart et Figliuoli en ce domaine.

Les tests que j'ai réalisés sont handicapés par plusieurs difficultés.

Ils sont fondés sur des séries de cotations (tirées de Reuters FXFX) et non de prix de transaction.  La mise en oeuvre actuelle de systèmes de trading informatisés� devrait prochainement permettre de répéter les tests sur des séries de prix de transaction.

La longueur des séries que j'ai utilisées ne permet pas d'étudier des échelles de temps supérieures à quelques heures.  Même sur des échelles de temps plus courtes, des séries plus longues seraient souhaitables du fait de l'instabilité de la série de prix.

La variabilité, notamment intradiurne, de l'activité crée des problèmes lorsque l'on construit des séries de prix "également espacés" dans le temps.  La méthode que j'ai utilisée (méthode des boîtes) est une méthode possible parmi d'autres.  D'autres méthodes pourraient être utilisées.

Je n'ai étudié qu'un marché ($/DEM), sur la base de données fournies par un seul fournisseur.

Un défaut important des tests que j'ai réalisés est que je n'ai pas filtré les sauts de prix causés par un flux significatif d'information externe.  Quoique des enregistrements tels que la page des nouvelles de Reuters puissent être utile pour réaliser une telle filtration, ils ne sont pas suffisants, car une information donnée (telle que l'accroissement par la Réserve Fédérale du taux d'intérêt sur le $) peut très bien avoir été anticipée par le marché.  Aussi cette filtration ne peut-elle être réalisée qu'avec un praticien, en suivant chaque mouvement de prix et en notant si le changement de prix est attribuable à un flux d'information externe.

Il conviendrait de réaliser des tests qui résolvent ces difficultés.

�

Application à la prévision

Si l'on fait l'hypothèse que la microvolatilité est confirmée comme prédicteur de grands sauts de prix, plusieurs utilisations de cette propriété peuvent être proposées:

Des traders qui ne souhaitent pas prendre de risque sur le prix d'un actif fermeraient ou couvriraient leur position lorsqu'un accroissement de la microvolatilité suggère qu'un grand saut de prix est possible.

Des traders qui souhaitent prendre un risque sur la volatilité pourraient dans les mêmes conditions investir dans des straddles.

S'il est confirmé que la microvolatilité est un prédicteur de tendances, elle peut ici aussi servir de base à des stratégies de trading.

Par ailleurs, en analysant plus à fond les fluctuations du prix des produits dérivés comme suggéré en � REF _Ref316464458 \n �6.3.3� page � PAGEREF _Ref316464461 �106�, on peut aussi mettre en évidence un certain pouvoir prédictif de la microvolatilité.

Il est probable que ces prédicteurs seraient mieux utilisés comme compléments à des stratégies existantes que seuls.

L'efficience des marchés comme asymptote

En conclusion, l'approche développée ci-dessus n'invalide pas l'hypothèse d'efficience des marchés.  Elle ne fait que la généraliser: l'efficience des marchés apparaît comme une asymptote.

Du fait du processus d'évolution, l'efficience d'un marché isolé ne peut que croître.  Quand de nouvelles informations surgissent, l'efficience du marché décroît temporairement.  Cela ouvre une fenêtre d'opportunité, qui permet aux participants qui apprennent vite de réaliser un profit au détriment de ceux qui apprennent lentement, mais cette fenêtre n'est que passagère: bientôt, le marché converge à nouveau vers l'efficience.

Le profit réalisable pendant ces courtes périodes ne peut qu'être modéré en général, et demande une veille permanente du fait de l'instabilité du processus de prix.

Des travaux supplémentaires, théoriques et pratiques, sont nécessaires pour mieux identifier les inefficacités temporaires, et pour construire à partir d'elles des stratégies opérationnelles
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� Sous réserve de l'hypothèse supplémentaire d'existence de la standard déviation des rendements.

� Au même titre par exemple que le calcul stochastique est utilisé ailleurs en finance.

� Pour une revue de récents développements aux marges de l'efficience des marchés, cf. � REF _Ref286627775 \* MERGEFORMAT �Ridley, Matt� [� REF _Ref283600963 \n �1.1.1�].

� Pour une synthèse, cf. [� REF _Ref286628954 \n �1.1.2�].

� L'efficience peut prendre plusieurs formes: forte, semi-forte, faible.  Si l'efficience est "forte", toute l'information pertinente - y-compris l'information qui n'est pas disponible publiquement - est reflétée dans les prix.  Si l'efficience est "semi-forte", les prix reflètent toute l'information qui est disponible publiquement.  Si l'efficience est "faible", le prix reflète au moins toute l'information contenue dans les prix antérieurs de l'actif.

� Cf. par exemple � REF _Ref286630210 \* MERGEFORMAT �Dunis, C., Feeny, M.� [� REF _Ref286630210 \n �1.5.1�] , � REF _Ref286634939 \* MERGEFORMAT �Sherry, Clifford J.� [� REF _Ref286634939 \n �1.5.2�] et � REF _Ref286630268 \* MERGEFORMAT �Neftci, Salih N.� [� REF _Ref286630268 \n �1.5.3�].  Pour une analyse du caractère significatif des profits obtenus par analyse technique, cf. � REF _Ref296844259 \* MERGEFORMAT �Levich, Richard M., Thomas, Lee R.� [� REF _Ref296844259 \n �1.5.4�].

� Par exemple, en comparant des moyennes mobiles sur trois échelles de temps différentes, un technico-analyste évalue le prix à trois instants passés différents, et en infère l'évolution future.  (Implicitement, il calcule à partir de ces trois prix les dérivées première et seconde par rapport au temps, et approxime la fonction prix par un développement en série au second ordre par rapport au temps.)

� Il ne suffit pas de prédire que le prix va augmenter: il est aussi nécessaire de dire pendant combien de temps il va augmenter, de telle sorte que la décision de vendre puisse être prise au bon moment.

� Certains arguent que les technico-analystes sont en fait utiles à leur employeur non en accroissant les profits de transaction, mais en exerçant une séduction technique sur les clients et en les induisant de la sorte à confier des fonds à leur employeur: l'existence des technico-analystes est ainsi réconciliée avec l'efficience des marchés.  Cette interprétation ne rend pas compte cependant de l'existence de technico-analystes qui effectuent des transactions pour leur propre compte.

D'autres arguent aussi qu'un flux permanent de technico-analystes remplace ceux qui sont éliminés; cette interprétation ne rend pas compte de la stabilité de l'emploi dont jouissent de nombreux technico-analystes.

� Cf. par exemple � REF _Ref286628865 \* MERGEFORMAT �Summers, Lawrence H.� [� REF _Ref286628865 \n �1.2.1�] et � REF _Ref296165123 \* MERGEFORMAT �Hakkio, Craig S.� [� REF _Ref296165123 \n �1.2.9�].

� Pour une synthèse, cf. par exemple � REF _Ref289509455 \* MERGEFORMAT �Peters, Edgar E.� [� REF _Ref289509458 \n �1.6.2�].  Sur les taux de change quotidiens, cf. � REF _Ref296739456 \* MERGEFORMAT �Hsieh, David A.� [� REF _Ref296739456 \n �1.2.10�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286630400 \* MERGEFORMAT �Cornew, Town, Crown� [� REF _Ref286630400 \n �1.2.3�], � REF _Ref286630459 \* MERGEFORMAT �Calderon-Rossel, Jorge, Ben-Horim, Moshe� [� REF _Ref286630459 \n �1.2.7�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286633102 \* MERGEFORMAT �Müller, Ulrich A., Dacorogna, Michel M.� [� REF _Ref286633102 \n �5.4�].

� Dans le présent document, un profil hyperbolique signifie un profil en 1/x(, que ( soit égal à 1 ou non.

� Cf. par exemple � REF _Ref286633102 \* MERGEFORMAT �Müller, Ulrich A., Dacorogna, Michel M.� [� REF _Ref286633102 \n �5.4�].

� Cf. par exemple � REF _Ref289509455 \* MERGEFORMAT �Peters, Edgar E.� [� REF _Ref289509458 \n �1.6.2�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286630546 \* MERGEFORMAT �De Bondt, Werner F.M., Thaler, Richard H.� [� REF _Ref286630546 \n �1.2.4�] et � REF _Ref286630588 \* MERGEFORMAT �Brown, Keith C., Harlow, W.V.� [� REF _Ref286630588 \n �1.2.6�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286630643 \* MERGEFORMAT �De Bondt, Werner F.M., Thaler, Richard H.� [� REF _Ref286630643 \n �1.2.5�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286630695 \* MERGEFORMAT �McFarland, James W., Richardson Pettit, R.� [� REF _Ref286630695 \n �1.2.8�].

� Je ne mentionne ici qu'une petite partie de la littérature.  En sus des analyses quantitatives de la divergence des rendements par rapport à la lognormalité, de nombreuses analyses plus qualitatives ont été réalisées.  Cf. par exemple � REF _Ref296435289 \* MERGEFORMAT �Byker, Gaylen J.� [� REF _Ref296435289 \n �1.2.11�], qui étudie la réaction du cours de la livre libanaise par rapport au $ de 1975 à 1985.

�  Cf. � REF _Ref286635570 \* MERGEFORMAT �Westerfield, Randolph� [� REF _Ref286635570 \n �1.4.2�].

� Cf. � REF _Ref296739579 \* MERGEFORMAT �Peters, Edgar E.� [� REF _Ref296739639 \n �1.6.2�], � REF _Ref296739713 \* MERGEFORMAT �Walter, C.� [� REF _Ref296739792 \n �1.6.3�].

� Cf. par exemple � REF _Ref286633498 \* MERGEFORMAT �Müller, Ulrich A., Dacorogna, Michel M.� [� REF _Ref286633498 \n �5.3�].

� Par exemple, les effets calendaires (il a été montré qu'à certaines périodes de l'année ou de la semaine, les rendements sur les marchés d'actions sont différents de leur valeur moyenne: "effet janvier", "effet week-end", "effet fin de mois", "effet congés") et, au mois en partie, la sur-réaction des prix aux nouvelles.

� Tels que la décote sur les fonds "closed-end".

� La rapidité des traders qui apprennent vite peut être le produit d'un investissement technique (ordinateurs, analystes) qui en retour réduit le profit tiré de ces inefficiences.

� Dans un marché où il y a en permanence des innovations, il est possible pour les traders qui apprennent vite de réaliser un profit sur une longue période, en particulier s'ils sont capables de créer eux-mêmes de nouveaux produits et de les échanger avec les traders qui apprennent lentement.  Par exemple, les banques qui ont les premières remarqué l'utilité des produits dérivés et utilisé des méthodes suffisamment précises pour en évaluer le prix en ont tiré des profits considérables, et peuvent encore réaliser des profits significatifs en construisant et vendant en permanence des produits nouveaux.

� Cf. � REF _Ref305223094 \* MERGEFORMAT �Ito, Takatoshi� [� REF _Ref305223106 \n �5.13�] pour une preuve expérimentale de l'hétérogénéité des traders sur le marché des changes de Tokyo.

� Je fais allusion ici aux traders qui ne choisissent pas le moment de leurs transactions: ils achètent un actif parce qu'ils peuvent l'utiliser de manière profitable hors du marché (par exemple dans une activité de fabrication) et parce que le coût d'opportunité (dans cette activité externe au marché) qu'ils supporteraient en attendant un prix d'achat plus avantageux ne justifie pas d'attendre.  Des achats de devises pour des voyages touristiques à l'étranger sont des transactions du même type.  Pour ces investisseurs, l'élasticité de la demande par rapport au prix est faible à court terme.  Cf. � REF _Ref286630982 \* MERGEFORMAT �Admati, A., Pfleiderer, P.� [� REF _Ref286630982 \n �1.3.1�], qui distingue même entre traders discrétionnaires et non-discrétionnaires.  La terminologie des différents types de traders n'est pas figée et peut varier selon les auteurs.

� Qui recherchent des expériences excitantes plus qu'une espérance de rendement.

� Qui n'ont pas à gagner d'argent puisqu'ils peuvent le créer via la planche à billets (à l'intérieur de certaines limites cependant) et qui visent à maintenir certaines quantités (taux de change, masse monétaire, taux d'inflation, etc.) à un certain niveau, non à réaliser un profit.

� Qui peuvent être guidés par des considérations spécifiques: électorales, militaires, etc.

� Les services fiscaux, quoiqu'ils n'effectuent pas de transactions, peuvent être considérés comme participant au marché puisqu'ils ont une influence sur lui.  De nombreux effets calendaires en fin d'année fiscale résultent de stratégies destinées à minimiser l'imposition.  Le perdant est le trésor public, sauf si l'évasion fiscale est inférieure au coût qui devrait être supporté par les services fiscaux pour supprimer ces effets.

� Dans le cas des marchés d'actions, les sociétés peuvent émettre ou racheter (sur certains marchés) leurs propres actions pour des raisons qui leur sont propres.

� Cf. � REF _Ref286630763 \* MERGEFORMAT �Volcker, Paul, Gyothen, Toyoo� [� REF _Ref286630763 \n �6.9�]: "J'ai un jour posé la question à un petit groupe d'économistes universitaires très respectés qui s'était réuni à Bâle pour un dialogue avec les banques centrales.  Quel serait d'après eux l'effet d'une réduction du déficit sur la direction du dollar?  La moitié répondirent que le dollar monterait, la moitié qu'il baisserait".  Cf. à l'été 1993 la controverse sur l'effet d'une baisse des taux d'intérêt français sur le cours du franc français.

L'information disponible sur les marchés de devises est particulièrement difficile à interpréter: contrairement aux sociétés, les états n'ont pas de bilan: un budget n'est qu'un état des cash flows; le "périmètre de consolidation" peut être aisément manipulé via des débudgétisations; les statistiques de balances des paiements ne sont pas cohérentes sur un plan mondial; la définition du chômage ou du PIB dépend du pays considéré; etc. En résumé, les "fondamentaux" ne sont pas clairs.

� Lorsqu'il évalue le prix d'une option, un trader travaille sur des horizons de temps de quelques semaines ou quelques mois; l'efficience des marchés peut très bien être la meilleure approximation disponible sur de telles échelles de temps, alors qu'un collègue de ce trader opérant à l'intérieur d'une même journée sur l'actif sous-jacent peut ne pas considérer que le processus de prix relève d'un mouvement brownien.

� Sur des marchés ouverts 24 heures sur 24 tels que les marchés des changes, les effets de l'existence de trois principaux marchés (Europe, USA, Japon), chacun dans un fuseau horaire différent, sont considérables.

� Pour quelque raison que ce soit (par exemple, utilités marginales des coûts de main-d'oeuvre différentes) certains participants peuvent saisir une opportunité de profit donnée alors que d'autres ne la saisiront pas: quoique tout habitué de Wall Street doute que quiconque y gagne sa vie en ramassant des billets de 1 $ sur le sol des salles de marché, aucun habitué des environs de Wall Street après l'heure du déjeuner ne peut douter qu'il est possible de gagner sa vie à New York en y ramassant des canettes, remboursables à 5 cents, dans les poubelles.

� Contrairement aux "traders informés", qui sont supposés être des "professionnels" capables d'appréhender les "réalités", les "traders sur bruit" n'effectuent pas leurs transactions sur la base de l'information ("fondamentaux") qui sous-tend la valeur vers laquelle le prix est supposé converger à long terme: ils les effectuent sur la base du "sentiment".

� REF _Ref286633573 \* MERGEFORMAT �Orléan, André, Robin, Jean-Marc� [� REF _Ref286633573 \n �4.5�] soulignent que, cette définition étant négative, un grand nombre de comportements différents peuvent être appelés " trading sur bruit".  Ils relèvent dans la littérature les termes suivants: "pur" "trading sur bruit", trading sur feed back positif ou chasse à la tendance, sur-réaction, stratégies des chartistes, modes, manies et modèles populaires, mimétisme et contagion.  Cf. par exemple � REF _Ref296742065 \* MERGEFORMAT �West, Kenneth D.� [� REF _Ref296742066 \n �1.3.5�] pour une distinction entre bulles et manies sur le marché des actions.

Injustement, le terme "trader sur bruit" est légèrement péjoratif; cela peut provenir du fait qu'il a été créé à une époque où les économistes "fondamentalistes" pensaient qu'ils avaient raison et que les autres avaient tort.

Il est possible de construire des modèles de sélection qui montrent que les "traders sur bruit" peuvent survivre et faire un profit durable, et que le prix peut diverger durablement de sa valeur "fondamentale".  Cela résulte d'un "arbitrage limité", limité par deux risques: le risque sur la valeur "fondamentale" de l'actif, et le risque sur le temps nécessaire au prix pour revenir à son niveau "fondamental".  Cf. � REF _Ref286630886 \* MERGEFORMAT �Shleifer, Andrei, Summers, Lawrence H.� [� REF _Ref286630886 \n �1.3.4�] et � REF _Ref286630922 \* MERGEFORMAT �De Long, J.Bradford, Shleifer, Andrei� [� REF _Ref286630922 \n �1.3.2�].

Un cas particulier fréquent est celui où les "traders sur bruit" sont influencés principalement par l'imitation des autres traders ou de certains d'entre eux, soit par calcul, soit par un simple instinct "suiveur", soit par ces deux motivations.  (Les individus ont  accès à l'information mais ne savent pas l'impact que cette information aura sur le prix; ils regardent alors ce que fait leur voisin et l'imitent: le conformisme est souvent une bonne stratégie de survie pour un nouveau venu dans un environnement donné, et peut par conséquent devenir un comportement instinctif ou inné acquis par sélection naturelle).

� L'efficience des marchés, comme conséquence d'un processus de "sélection naturelle", est un cas particulier de l'efficacité économique, qui élimine les producteurs les moins efficients.

Les défis à l'efficience des marchés résultent du fait que le processus d'adaptation par "sélection naturelle" est imparfait sur les marchés.  Cela n'est cependant pas spécifique aux marchés financiers.  D'autres industries très compétitives (telle l'industrie automobile) sont également imparfaites. Aucun acheteur d'automobile ne peut croire que la concurrence a rendu les automobiles aussi parfaites qu'elles peuvent l'être, et qu'il n'a donc aucune raison de passer du temps à choisir entre les automobiles proposées par les différents constructeurs.  La concurrence accroît l'efficience mais elle est aussi pour les constructeurs une incitation à rendre leurs produits meilleurs que ceux de leurs concurrents.  Dans cette course permanente, l'acheteur avisé peut toujours trouver des différences de qualité entre deux modèles concurrents.

Juste au moment où la théorie de l'efficience des marchés connaissait la réussite via le développement des produits dérivés, certaines banques devançaient leurs concurrents sur ce marché et, en procurant un meilleur service à leurs clients, prouvaient qu'il était possible d'être meilleur qu'eux: il vaut la peine pour le client d'essayer de bien choisir entre les opportunités qui leurs sont proposées par les banques.  Certains traders sont plus habiles à saisir les opportunités que d'autres.

C'est probablement l'exaltation qui accompagne normalement le succès qui a conduit certains intervenants sur les marchés financiers à penser que leur industrie avait atteint la perfection.

� Cf. par exemple des modèles visant à décrire l'imitation entre traders dans � REF _Ref286634781 \* MERGEFORMAT �Allen, Franklin, Gorton, Gary� [� REF _Ref286634781 \n �4.1�], � REF _Ref286634783 \* MERGEFORMAT �Biais, Bruno, Bossaerts, Peter� [� REF _Ref286634783 \n �4.2�], � REF _Ref286634785 \* MERGEFORMAT �DeLong, J.Bradford, Shleifer, Andrei� [� REF _Ref286634785 \n �4.3�], � REF _Ref286634787 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref286634787 \n �4.4�], � REF _Ref286633573 \* MERGEFORMAT �Orléan, André, Robin, Jean-Marc� [� REF _Ref286633573 \n �4.5�], � REF _Ref286634791 \* MERGEFORMAT �Smith, Vernon L., Suchanek, Gerry L.� [� REF _Ref286634791 \n �4.6�], � REF _Ref286634793 \* MERGEFORMAT �Topol, Richard� [� REF _Ref286634793 \n �4.7�], � REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�], � REF _Ref296434962 \* MERGEFORMAT �Scharfstein, David, Stein, Jeremy� [� REF _Ref296434962 \n �4.8�].  Il existe de nombreux autres modèles.

� En finance, ces difficultés proviennent, entre autres, du secret, de la non divulgation d'information, etc.  En physique subatomique, les difficultés de mesure résultent d'impossibilités intrinsèques.

� Une synthèse parmi les plus complètes sur l'application de ces outils aux marges de la physique ou hors de la physique est la série publiée par Springer-Verlag sur la "synergétique": cf. � REF _Ref286633655 \* MERGEFORMAT �Haken, Hermann� [� REF _Ref286633655 \n �2.1.1�], � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�], � REF _Ref286633660 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S., Loskutov, A.Yu.� [� REF _Ref286633660 \n �2.1.3�], � REF _Ref286633661 \* MERGEFORMAT �Weidlich, W., Haag, G.� [� REF _Ref286633661 \n �2.1.4�].  Par ailleurs, venant à la mécanique statistique davantage du point de vue de la théorie de l'information que du point de vue de la physique, � REF _Ref316706215 \* MERGEFORMAT �Stutzer, Michael� [� REF _Ref316706215 \n �2.8.11�] mentionne une liste de 640 références, dont plusieurs décrivent des utilisations de la théorie de l'information dans de nombreux domaines autres que la physique et la chimie.

� Cf. � REF _Ref286633661 \* MERGEFORMAT �Weidlich, W., Haag, G.� [� REF _Ref286633661 \n �2.1.4�], � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�], � REF _Ref286633660 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S., Loskutov, A.Yu.� [� REF _Ref286633660 \n �2.1.3�], � REF _Ref286633655 \* MERGEFORMAT �Haken, Hermann� [� REF _Ref286633655 \n �2.1.1�], � REF _Ref286633655 \* MERGEFORMAT �Haken, Hermann� [� REF _Ref286633960 \n �2.2.2�], � REF _Ref316877674 \* MERGEFORMAT �Galam, Serge, Moscovici, Serge� [� REF _Ref316877674 \n �2.2.4�], � REF _Ref286633800 \* MERGEFORMAT �Callen, Earl, Shapero, Don� [� REF _Ref286633800 \n �2.2.3�], � REF _Ref286633808 \* MERGEFORMAT �Huberman, Bernardo A., Hogg, Tad� [� REF _Ref286633808 \n �2.3.1�], � REF _Ref286633826 \* MERGEFORMAT �Mirollo, Renato E., Strogatz, Steven H.� [� REF _Ref286633826 \n �2.6.4�].

� Cf. � REF _Ref286633660 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S., Loskutov, A.Yu.� [� REF _Ref286633660 \n �2.1.3�], � REF _Ref286633948 \* MERGEFORMAT �Nicolis, G., Prigogine, I.� [� REF _Ref286633948 \n �2.2.1�], � REF _Ref286633655 \* MERGEFORMAT �Haken, Hermann� [� REF _Ref286633655 \n �2.1.1�], � REF _Ref286633960 \* MERGEFORMAT �Haken, Hermann� [� REF _Ref286633960 \n �2.2.2�], � REF _Ref296836426 \* MERGEFORMAT �Brooks, Daniel R., Wiley, E.O.� [� REF _Ref296836426 \n �2.6.1�], � REF _Ref296837090 \* MERGEFORMAT �Lauffer, M.A.� [� REF _Ref296837090 \n �2.6.2�], � REF _Ref296836467 \* MERGEFORMAT �Weber, Bruce H., Depew, David J., Smith James D.� [� REF _Ref296836468 \n �2.6.3�], � REF _Ref286633993 \* MERGEFORMAT �Ridley, Matt� [� REF _Ref286633993 \n �3.1�].

� Cf. � REF _Ref286634105 \* MERGEFORMAT �Nijkamp, Peter, Reggiani, Aura� [� REF _Ref286634105 \n �2.5.1�].

� Cf. � REF _Ref286634188 \* MERGEFORMAT �Anderson, Simon P., Thisse, Jacques-François� [� REF _Ref286634188 \n �2.4.1�], � REF _Ref286634193 \* MERGEFORMAT �Anderson, Simon P., De Palma, André� [� REF _Ref286634193 \n �2.4.2�].  Les applications dans ce domaine semblent moins développées que dans d'autres domaines.

� Cf. � REF _Ref286634412 \* MERGEFORMAT �Martin-Loef, Anders� [� REF _Ref286634412 \n �2.7.1�], � REF _Ref286634417 \* MERGEFORMAT �Martin-Loef, Anders� [� REF _Ref286634417 \n �2.7.2�].

� Dans certains cas, il peut ne pas y avoir d'état d'équilibre en t=(: par exemple, le système peut se mouvoir en permanence sur des cycles asymptotiques.

� Si un système n'est pas isolé (par exemple s'il est en contact avec un thermostat), les aij ne sont pas symétriques en général.

� Cf. � REF _Ref316957545 \* MERGEFORMAT �Diu, B., Guthmann, C.et al.� [� REF _Ref316957551 \n �6.7�].

� Par exemple, � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�] propose plusieurs modèles de systèmes dont l'équation d'évolution n'est pas l'équation maîtresse.

� Condition suffisante mais non nécessaire.

� Pour plus de simplicité, j'appellerai globalement "théorie de l'utilité classique" les théories de l'utilité néoclassiques, telles que développées par Cournot, Walras, Pareto.  Cf. appendices C et E.

� Pourvu qu'ils satisfassent les lois de conservation imposées au système: conservation de l'énergie, ou du nombre de particules, etc. (les états qui ne satisfont pas ces lois de conservation ont une probabilité nulle).

� Si le système n'est pas isolé, par exemple s'il est en contact avec un thermostat, les aij ne sont plus symétriques en général, et la solution est différente.  Elle correspond toujours à l'extrémisation d'une fonction, qui n'est pas l'entropie, mais un potentiel obtenu en maximisant sous contraintes l'entropie par la méthode de Lagrange.

� Sous des hypothèses additionnelles, la survivabilité peut par ailleurs être mise sous la forme d'une quantité d'information manquante.

� Il y a quasi équivalence entre déterminisme et existence d'une formulation variationnelle.  Cf. appendice C.

� L'application de la mécanique statistique à la théorie de l'assurance mentionnée dans � REF _Ref286634412 \* MERGEFORMAT �Martin-Loef, Anders� [� REF _Ref286634412 \n �2.7.1�] et [� REF _Ref286634417 \n �2.7.2�], où les "états" possibles sont caractérisés par les sinistres possibles, relève de la même perspective.

� Cf. par exemple des modèles visant à décrire l'imitation entre participants au marché dans � REF _Ref286634781 \* MERGEFORMAT �Allen, Franklin, Gorton, Gary� [� REF _Ref286634781 \n �4.1�], � REF _Ref286634783 \* MERGEFORMAT �Biais, Bruno, Bossaerts, Peter� [� REF _Ref286634783 \n �4.2�], � REF _Ref286634785 \* MERGEFORMAT �DeLong, J.Bradford, Shleifer, Andrei� [� REF _Ref286634785 \n �4.3�], � REF _Ref286634787 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref286634787 \n �4.4�], � REF _Ref286633573 \* MERGEFORMAT �Orléan, André, Robin, Jean-Marc� [� REF _Ref286633573 \n �4.5�], � REF _Ref286634791 \* MERGEFORMAT �Smith, Vernon L., Suchanek, Gerry L.� [� REF _Ref286634791 \n �4.6�], � REF _Ref286634793 \* MERGEFORMAT �Topol, Richard� [� REF _Ref286634793 \n �4.7�], � REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�], � REF _Ref296434962 \* MERGEFORMAT �Scharfstein, David, Stein, Jeremy� [� REF _Ref296434962 \n �4.8�], � REF _Ref316387458 \* MERGEFORMAT �Anderson, P., Arrow, K., Pines, D.� [� REF _Ref316387458 \n �2.8.12�].  Il y a de nombreux autres modèles.

� Le "sens commun" décrit déjà les marchés selon un formalisme variationnel, au moins de trois manières:

D'une part, l'idée que les individus tendent à faire ce qui leur semble "utile" circule depuis des siècles, et la théorie économique de l'utilité en est une simple formalisation scientifique.

D'autre part, il existe une manifestation concrète, observable, d'une quantité maximisée: le profit.  Il est clair que le profit peut être maximisé à des horizons de temps différents, et que d'autres critères interviennent, tel le risque.  Néanmoins, on dispose ici d'une quantité mesurable qui est plus ou moins maximisée par les participants à un marché.

Enfin, la "loi de sélection naturelle" ou "loi de survie du plus adapté" est largement reconnue comme loi suprême des marchés.  Dans l'approche développée ici, la "survivabilité" des comportements possibles sera identifiée à la fonction maximisée.

� Sur la correspondance entre thermodynamique classique et théorie de l'utilité classique, cf. � REF _Ref286634555 \* MERGEFORMAT �Samuelson, Paul� [� REF _Ref286634555 \n �6.3�].  Cf. aussi appendices C et E.

� Ainsi qu'indiqué plus haut, je considère exclusivement dans le présent document la seconde des deux perspectives mentionnées en � REF _Ref305202919 \n �1.2� page � PAGEREF _Ref305202919 �30� (application de la mécanique statistique à la modélisation de l'effet d'un flux d'information donné sur le marché).  La première perspective (application de la mécanique statistique à la valorisation des produits dérivés) pose aussi des problèmes, mais leur nature est différente.

� De plus, � REF _Ref286634491 \* MERGEFORMAT �Vaga, Tonis� [� REF _Ref286634491 \n �2.8.8�] n'est pas cohérent avec l'approche de la théorie de l'utilité classique, dans laquelle ce sont les participants au marché, non les groupes d'industries, qui maximisent leur utilité.

� Le besoin de liquidité, nécessaire pour permettre les approximations de type "grands nombres", est l'une des raisons qui m'ont conduit à tester le modèle sur le marché des changes.  Cf.� REF _Ref316714651 \n �5.1� page � PAGEREF _Ref316714652 �90�.

� Par exemple, sur les marchés des changes, les traders émettent en permanence des cotations légèrement différentes de la cote précédente, pour être remarqués, ou pour tester si le marché n'est pas prêt à se déplacer dans une direction ou une autre, ou pour induire le marché à se déplacer dans une direction qu'ils souhaitent.  Le résultat est un bruit permanent, qui est dominant sur les courtes échelles de temps.  Cf. appendice A et � REF _Ref316718785 \n �5.2� page � PAGEREF _Ref316718789 �90�.  Les comportements humains sont rarement exactement constants.

� Quoique les probabilités de transition entre comportements très différents puissent être très grandes juste après l'arrivée d'une information, elles devraient être très faibles à l'équilibre: que les probabilités de transition ne soient pas constantes dans le temps n'est pas compatible avec une équation d'évolution semblable à l'équation maîtresse de la physique, où elles sont constantes.  Une fois leur opinion arrêtée, les individus n'en changent pas aisément, sauf petites variations.

� En termes de probabilités de transition, la quasi absence à l'équilibre d'oscillations entre des comportements qui ne sont pas "proches" l'un de l'autre implique que, lorsque l'équation d'évolution vise à décrire des comportements humains, les probabilités de transition à l'équilibre doivent être très petites, sauf lorsque le changement de comportement est très "petit".  Dans l'équation d'évolution construite dans le chapitre � REF _Ref305577608 \n �2�, je modéliserai les oscillations entre comportements voisins via l'opérateur [K].  La portée de [K] sera faible pour assurer que les individus n'oscillent pas en permanence entre des comportements éloignés.

� Dans le modèle proposé dans le présent document, qui est construit sur d'autres hypothèses, le paramètre ( sera interprété comme  très proche du taux d'intérêt, qui du moins est une notion  "naturelle".

� Sauf mention contraire, les approches qui suivent relèvent exclusivement de la seconde des deux perspectives mentionnées plus haut en � REF _Ref305202919 \n �1.2� page � PAGEREF _Ref305202919 �30�.  Cf. note � NOTEREF _Ref316729501 �63� en bas de la page � PAGEREF _Ref316729502 �32�.

� Contrairement aux modèles de formation d'opinion.  Les opinions ne sont pas observables: non seulement des sondages sur des échantillons représentatifs de participants à un marché sont très difficiles à mettre en oeuvre, mais les opinions elles-mêmes sont très difficiles à mesurer et, ce qui est plus gênant, dans un tel sondage, rien ne garantirait que les participants feraient état de leurs intentions réelles et ne feraient pas état d'intentions visant seulement à pousser le marché dans la direction qu'ils souhaitent.

� même si leur observation peut poser des problèmes: cf. note � NOTEREF _Ref306073973 �80� en bas de la page � PAGEREF _Ref316878957 �48�.

� La survivabilité sera notée dans l'équation d'évolution comme la fonction S.

� et parce qu'elle est extensive.

� Ce caractère légèrement aléatoire des comportements sera rendu dans l'équation d'évolution par l'opérateur [K].

� Cf. � REF _Ref286633993 \* MERGEFORMAT �Ridley, Matt� [� REF _Ref286633993 \n �3.1�], � REF _Ref296681987 \* MERGEFORMAT �Cross, John� [� REF _Ref296681987 \n �3.2�], � REF _Ref296430493 \* MERGEFORMAT �Day, R.H., Groves,T.� [� REF _Ref296430493 \n �3.3�], � REF _Ref296494582 \* MERGEFORMAT �Lucas, Robert E., Jr.� [� REF _Ref296494582 \n �3.4�], � REF _Ref296689607 \* MERGEFORMAT �Nelson, Richard R., Winter, Sidney G.� [� REF _Ref296689607 \n �3.5�], � REF _Ref296690171 \* MERGEFORMAT �Campbell, Donald T.� [� REF _Ref296690171 \n �3.6�], � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�].

� Cf. � REF _Ref296690512 \* MERGEFORMAT �Walsh, John� [� REF _Ref296690512 \n �3.7�], � REF _Ref296434047 \* MERGEFORMAT �Einhorn, Hillel J.� [� REF _Ref296434047 \n �3.8�], � REF _Ref296433978 \* MERGEFORMAT �Archibald, Robert, Elliot, Catherine� [� REF _Ref296433978 \n �3.9�], � REF _Ref296689683 \* MERGEFORMAT �Van Witteloostijn, Arjen� [� REF _Ref296689683 \n �3.10�], � REF _Ref303999433 \* MERGEFORMAT �Bullard, James B.� [� REF _Ref303999433 \n �3.12�], � REF _Ref316786773 \* MERGEFORMAT �Holland, John H.� [� REF _Ref316786773 \n �3.13�], � REF _Ref316788915 \* MERGEFORMAT �Kauffman, Stuart A.� [� REF _Ref316788915 \n �3.14�], ,� REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�].

� Cf. en particulier � REF _Ref296844097 \* MERGEFORMAT �Winter, Sidney G.� [� REF _Ref296844097 \n �3.11�].

� Cf. � REF _Ref286633658 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S.� [� REF _Ref286633658 \n �2.1.2�]

� En pratique, la plupart des données disponibles n'enregistrent pas l'état des participants, mais les passages d'un état à un autre à l'occasion de transactions (ou leur disposition à changer d'état, dans le cas de cotations ("quotes": cf. plus loin); pour chaque "tick", la date et le prix (ou le bid et le ask) sont enregistrés, ainsi que parfois certaines informations complémentaires: identité des participant(s), volumes, etc.

Il y a plusieurs difficultés.

Sur certains marchés, toutes les transactions sont enregistrées (NYSE).  Sur d'autres, seules les transactions à un prix différent de celui de la transaction précédente sont enregistrées.  Sur d'autres encore, seules certaines des transactions ou des cotes sont disponibles, selon la part de marché du fournisseur de données ou la sélection qu'il fait.

En théorie, si les volumes échangés sont enregistrés et si toutes les transactions sont enregistrées (il ne semble pas y avoir de marché liquide sur lequel ces deux conditions soient réunies), un observateur peut reconstituer les quantités détenues par chaque participant.  Malheureusement, les volumes ne sont pas toujours disponibles.

Le prix de transaction donne une mesure directe de ce paramètre intensif.  Cependant, sur les marchés des changes, le système enregistre non les transactions mais les cotes.  Il faut faire des hypothèses sur le prix auquel le trader qui émet la cote vendrait ou achèterait si une contrepartie était prête à faire une transaction avec lui.

Par ailleurs, dans l'approche théorique développée ici, les variables sont définies comme des distributions de probabilité à un instant donné t, alors que les données disponibles fournissent une série des transactions réalisées (ou des cotes émises) pendant une certaine période d'observation (t.  S'il y a suffisamment de ticks pendant (t pour obtenir un échantillon représentatif des états de la population, si (t est assez court par rapport au temps de relaxation, et s'il est assez court pour que l'on puisse considérer que le système est isolé de l'information extérieure pendant (t, alors on peut utiliser cet échantillon pour mesurer expérimentalement la distribution de probabilité utilisée dans l'approche théorique.  Si ces conditions ne sont pas remplies, une difficulté supplémentaire apparaît.

� L'"environnement", comme indiqué plus haut, incluant l'information, ((Bi) est constante dans le temps tant que l'information est constante. ((Bi) intègre entre autres les anticipations des participants.

� Le cas où le comportement des individus est influencé par celui d'autres individus sera modélisé plus loin, dans le ch. � REF _Ref294408559 \n �3.2� page � PAGEREF _Ref294408559 �65�.

� J'introduirai ci-après en � REF _Ref309717811 \n �2.3.1.1.2� page � PAGEREF _Ref309717814 �51�, via l'opérateur [K], la possibilité que les proportions des comportements qui remplacent les comportements abandonnés soient légèrement différentes des proportions des comportements survivants.

�Ces changements aléatoires de comportement sont supposés être des passages d'un comportement à un comportement voisin: il n'est pas fait ici l'hypothèse  que les individus peuvent osciller de manière aléatoire entre des comportements très différents, comme le font certains modèles financiers de type "Ising".

� Les légers changements spontanés de comportement modélisés ici sont l'équivalent des taux de croisement utilisés par les algorithmes génétiques.

� En particulier, si x n'est pas de dimension 1, il faut utiliser le hessien en lieu et place de la dérivée seconde pour étudier la forme de S autour de ses extrema.

� La raison de cette terminologie sera exposée plus loin dans le ch.� REF _Ref305215325 \n �3.1.2� page � PAGEREF _Ref305215325 �58�.

� Par le changement de variable:   � EMBED Equation.2  ���l'équation d'évolution devient l'équation en Q(x,t) suivante:

� EMBED Equation.2  ���.

L'opérateur du membre de droite, étant symétrique, est diagonalisable.  La forme générale de la solution est une combinaison linéaire des vecteurs propres.  Si S ne dépend pas explicitement de t (pas de flux d'information externe), les valeurs propres ne dépendent pas de t et les coefficients de la combinaison sont des exponentielles du produit des valeurs propres par t.  Quand le temps tend vers (, la solution en général tend vers le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre.  Quand de plus [K]=0, la plus grande valeur propre est le maximum de S/k(.  Il en résulte la maximisation de l'entropie/utilité à l'équilibre.  Quand [K] est petit, la plus grande valeur propre n'est pas très différente du maximum de S/k(.  Quand le maximum de S par rapport à x n'est pas unique, il peut y avoir des singularités.

La vitesse de la convergence vers la valeur xm qui maximise S croît avec � EMBED Equation.2  ���.

Dans la terminologie utilisée en théorie des systèmes dynamiques et en "théorie du chaos", les valeurs propres sont les exposants de Lyapounov, la plus grande valeur propre est l'"entropie de Kolmogorov-Sinaï", les solutions limites quand t ( ( (états stables) sont des "attracteurs", et les transitions de phase mentionnées plus loin dans ce chapitre sont des "catastrophes".  Cf. par exemple � REF _Ref286633660 \* MERGEFORMAT �Mikhailov, A.S., Loskutov, A.Yu.� [� REF _Ref286633660 \n �2.1.3�].

� La valeur moyenne converge comme 1/temps; la standard déviation converge comme 1/(temps.

� Je caractériserai la concavité par la dérivée seconde de S, supposant par simplicité que S ne dépend que d'une variable.  Dans le cas général, S dépend de plusieurs variables et il faut utiliser le hessien à la place de la dérivée seconde.

� � REF _Ref304857923 \* MERGEFORMAT �Foley, Duncan K.� [� REF _Ref304857923 \n �2.8.7�] souligne que, dans la théorie walrasienne de l'équilibre concurrentiel, le processus d'ajustement prend place hors du temps économique réel: un "commissaire-priseur" trouve d'abord les prix d'équilibre par tâtonnement, puis, une fois que ces prix d'équilibre ont été trouvés, les transactions ont lieu.

Dans la présente approche, le processus d'ajustement prend place par la disparition progressive des comportements dont la survivabilité/entropie/utilité est la plus faible et par la prédominance progressive de ceux dont elle est la plus forte.

� Contrairement au cas de l'utilité classique, qui est définie modulo un homéomorphisme.

�  La microvolatilité doit être distinguée de la volatilité utilisée en théorie des produits dérivés.

Cette volatilité, contrairement à la microvolatilité, résulte de l'impact des flux d'information externe sur le prix d'équilibre, conformément à l'hypothèse d'efficience des marchés.

Elle est utilisée pour étudier le prix sur des échelles de temps allant en général de quelques jours à quelques mois (quoiqu'il puisse y avoir des exceptions), alors que la microvolatilité est utilisée sur des échelles de temps beaucoup plus courtes en général (les exceptions se produisant lorsque les temps de relaxation sont longs).

Son unité est la racine carrée de l'unité de temps, alors que l'unité de microvolatilité est l'unité de la variable étudiée (unité monétaire si la variable étudiée est le prix, ce qui est le cas général).

� Pour établir l'équation d'évolution, il faut aussi connaître l'opérateur d'aléa [K] pour le système agrégé.  Pour des sous-systèmes indépendants, [K] est la somme des opérateurs d'aléa des sous-systèmes.  Je ferai l'hypothèse que cela reste vrai pour des interactions faibles et même fortes, quoique d'autres formes pour [K] puissent être étudiés.  L'erreur induite par cette hypothèse est du second ordre puisque [K] est petit.

� La méthode de perturbation utilisée ici, comme méthode mathématique, est empruntée directement aux applications de la mécanique statistique à la physique.  Il s'agit d'une simple commodité mathématique (une forme d'approximation linéaire), qui n'implique aucune similarité sous-jacente dans les mécanismes des interactions.  (Il est clair que les interactions humaines, résultat du processus de sélection naturelle, sont très différentes des interactions physiques.)

� Un tel raisonnement est le fondement de l'application des "modèles d'Ising" au comportement de groupe (cf. par exemple les articles mentionnées dans le 2. de la bibliographie). 

Néanmoins, en physique, les sous-systèmes ne sont pas exactement semblables quant à leurs interactions, car les interactions physiques (magnétisme, force de Van de Waals, etc.) dépendent de la localisation dans l'espace des sous-systèmes: les Eintij dépendent, comme fonctions, de i et j.  Cette dépendance est souvent approximée par l'hypothèse que les sous-systèmes n'interagissent qu'avec leurs plus proches voisins.

Au contraire, sur un marché, tous les participants interagissent avec tous les autres (ou du moins avec de nombreux autres): la "portée" des interactions financières est beaucoup plus grande que celle des interactions physiques en général.  Sur un marché donné, la notion de "distance" entre participants disparaît.  Chaque individu  étant soumis  à l'action d'un nombre d'individus beaucoup plus grand en finance qu'en physique (N-1 interactions, où N est le nombre de participants au marché, en finance, contre quelques unités en physique), l'hypothèse de "champ moyen" y est beaucoup plus justifiée: la standard déviation de la moyenne de N-1 actions est proportionnelle à 1/(N , ce qui est beaucoup plus petit que la standard déviation de la moyenne des actions sur les plus proches voisins utilisée en physique.

La notion de distance peut néanmoins être utilisée en finance s'il y a plusieurs marchés en interaction, et si les participants à chaque marché interagissent fortement seulement avec les participants au même marché (ou interagissent fortement d'une manière dépendant du marché considéré).  Ce n'est pas le cas général.

� Je suis ici � REF _Ref316887606 \* MERGEFORMAT �Landau, L.D., Lifshitz, E.M.� [� REF _Ref316887608 \n �6.8�], car le problème mathématique de l'évaluation de la taille des fluctuations est de même nature ici et en physique, quoique les fluctuations n'aient pas la même dépendance par rapport au temps dans les deux domaines.

� En fait, une certaine combinaison de taux d'intérêts à différents horizons.

� Cela signifie en particulier que je suppose qu'il n'y a pas de risque-pays ou d'inflation sur le numéraire.

� La capacité des systèmes économiques et financiers à emprunter et l'égalisation des taux d'intérêt qui en résulte sont l'équivalent de l'interaction thermique de la physique et de l'égalisation des températures qui en résulte.  L'analogie sémantique va plus loin: lorsqu'une banque centrale, en accroissant les taux d'intérêt ((1/T) , tente de "refroidir" une économie, elle fait ce que fait un physicien qui refroidit un système en réduisant sa température (et donc en accroissant l'inverse de sa température).

� Parfois appelée non-linéarité.

� Sa dérivée seconde dans le cas unidimensionnel, son hessien dans le cas multidimensionnel général.

� Cela constitue le principe sur lequel est fondée l'application des réseaux de neurones à la reconnaissance de formes.

� La formulation "le système maximise" peut prêter à confusion, car elle évoque un processus calculatoire mis en oeuvre par les systèmes, processus dont je n'ai pas supposé l'existence jusqu'à présent.  La formulation "les systèmes se comportent comme s'ils maximisaient S" est une formulation plus neutre, plus phénoménologique.

� Cf. les théories du comportement dans l'incertitude de Bernoulli et Arrow.

� L'équivalent en physique serait l'émission d'une radiation pendant une interaction.  Les radiations émises par toutes les particules sont soit réabsorbées par d'autres particules soit émises vers l'extérieur, de même que les coûts de transaction sont soit réabsorbés (sous forme de commissions par exemple) par d'autres participants au marché soit émis hors du marché (sous forme d'impôts par exemple).

� Qui sont des quantités "extensives".

� Ces auteurs, pour illustrer le phénomène, utilisent la comparaison avec la radioactivité hétérogène en physique.

� � REF _Ref316432941 \* MERGEFORMAT �Brock, William A., LeBaron, Blake D.� [� REF _Ref316432941 \n �2.8.4�], ont simulé l'autocorrélation théorique de la volatilité qui résulte de leur modèle de marché d'actions fondé sur des demandes aléatoires et dérivé de la mécanique statistique.  Ils ont trouvé une décroissance théorique exponentielle, alors qu'ils ont mesuré une décroissance expérimentale plus lente qu'exponentielle pour les actions qu'ils ont observées.

� Le fait que les phénomènes d'imitation peuvent créer des instabilités a été déjà relevé par de nombreux auteurs, et de nombreux modèles de marchés imitatifs ont été proposés.  Cf. par exemple [� REF _Ref286634781 \n �4.1�], [� REF _Ref286634783 \n �4.2�], [� REF _Ref286634785 \n �4.3�], [� REF _Ref286634787 \n �4.4�], [� REF _Ref286633573 \n �4.5�], [� REF _Ref286634791 \n �4.6�], [� REF _Ref286634793 \n �4.7�], [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�], [� REF _Ref296434962 \n �4.8�].

�  Cf.� REF _Ref293305491 \n �3.2.6.2� page � PAGEREF _Ref293305491 �68� et note � NOTEREF _Ref316888657 �96� en bas de la page � PAGEREF _Ref316888659 �69�

� Il peut y avoir plusieurs types de comportements imitatifs: imitation par les prix, imitation par les volumes achetés par les autres participants, imitation par les volumes achetés par les seuls spéculateurs (qui est le cas modélisé ici).  Cf. une discussion en appendice D.  Le cas qui a été utilisé pour ce graphique est le dernier cas, parce qu'il est plus facile (il existe une forme explicite de la solution) mais le profil qualitatif du prix autour du point d'instabilité est très général.

� c'est-à-dire, une variation qui a habituellement un petit effet.

� Cf. � REF _Ref316889074 \n �3.3.2� page � PAGEREF _Ref316889075 �71�.

� La dérivée seconde de S par rapport à la variable qui fait un saut est nulle.  Comme la standard déviation des fluctuations est une puissance négative (puissance -1/2 quand [K]=0) de cette dérivée seconde, elle tend vers ( quand la transition de phase se produit.

� Si l'on approxime le processus de prix par la somme d'un bruit blanc engendré par la microvolatilité et d'une marche au hasard engendrée par l'information externe, on peut calculer l'autocorrélation des incréments de prix en fonction des poids respectifs du bruit blanc et de la marche au hasard.

Elle est égale à -0.5 pour un bruit blanc et 0 pour une marche au hasard.

Pour la somme d'une marche au hasard et d'un bruit blanc, elle est égale à::-0.5/(1+at), où:

t est l'intervalle de temps auquel les prix sont mesurés,

et a=((r/(n)2,où (r est la volatilité de la marche au hasard et (n est la standard déviation de la différence de prix pour le bruit blanc.

Quand les fluctuations tendent vers (, le processus de prix tend vers un bruit blanc, ce qui implique que l'autocorrélation tend vers -0.5.  Si la transition de phase est lente ("tendance"), l'autocorrélation, après avoir décru algébriquement avant le début de la tendance, peut croître algébriquement à nouveau pendant la tendance.

� Toutes les approches qui appliquent la mécanique statistique aux marchés financiers prédisent, sous une forme ou sous une autre, un accroissement de la volatilité au voisinage des points de transition de phase.  Cf. � REF _Ref296298174 \* MERGEFORMAT �Föllmer, Hans� [� REF _Ref296298174 \n �2.8.1�], � REF _Ref306358045 \* MERGEFORMAT �Orléan, André� [� REF _Ref306358919 \n �2.8.5�], � REF _Ref304857923 \* MERGEFORMAT �Foley, Duncan K.� [� REF _Ref304857923 \n �2.8.7�], � REF _Ref286634491 \* MERGEFORMAT �Vaga, Tonis� [� REF _Ref286634491 \n �2.8.8�].

� Le � REF _Ref317308313 \* MERGEFORMAT �Graphique 1�, page � PAGEREF _Ref317308313 �85�, montre qu'un accroissement de la microvolatilité se produit aussi dans le cas d'arrivée d'une information (si [K](0).  Cependant, dans ce cas, l'accroissement de la microvolatilité se produit pendant le saut de prix, alors que dans le cas du � REF _Ref317310708 \* MERGEFORMAT �Graphique 2�, page � PAGEREF _Ref317310708 �87�, il se produit avant le saut de prix.  Il n'est pas toujours évident de distinguer les deux effets expérimentalement.  Cf. � REF _Ref294668796 \n �5.3.1� page � PAGEREF _Ref294668801 �94�.

� Par exemple, il n'y a pas de "spécialistes" réglementés, alors que sur certains marchés d'actions, des "spécialistes" doivent réduire la volatilité et leur performance à cet égard est contrôlée par les autorités de tutelle, ce qui complique le processus de prix.

� Cf. note � NOTEREF _Ref284649113 �35� en bas de la page � PAGEREF _Ref284649115 �17�.

� Cf. des études sur des échelles de temps très courtes dans [� REF _Ref286634891 \n �5.1�] à [� REF _Ref316955438 \n �5.15�].

� c'est-à-dire, plus grands que dans un processus de marche au hasard.

� dont l'amplitude observée est indépendante de l'échelle de temps considérée, tant que cette échelle de temps est petite.

� Puisque le prix "observé" est défini comme la moyenne du bid et du ask, et puisque le prix de transaction effectif peut être soit le bid soit le ask (ou tout prix intermédiaire), le prix observé peut fluctuer même si le prix de transaction est constant, et en général la fluctuation du prix observé peut être plus grande que celle du prix de transaction.

� Le fait que les traders à court terme sont plus enclins aux comportements de foule autorenforçants que les traders à long terme est relevé par de nombreux praticiens et auteurs, parmi lesquels � REF _Ref303999039 \* MERGEFORMAT �Takagi, Shinji� [� REF _Ref303999039 \n �1.1.5�], � REF _Ref286634793 \* MERGEFORMAT �Topol, Richard� [� REF _Ref286634793 \n �4.7�], � REF _Ref296345787 \* MERGEFORMAT �Peters, Edgar E.� [� REF _Ref296345788 \n �1.6.2�].

� Que mon échantillon ne m'a pas permis d'étudier, mais qui ont été étudiées par d'autres auteurs: cf. par exemple � REF _Ref286633498 \* MERGEFORMAT �Müller, Ulrich A., Dacorogna, Michel M.� [� REF _Ref286633498 \n �5.3�].

� En 1/temps pour le prix moyen, en 1/(temps pour la microvolatilité.

� Quoique bien évidemment il ne puisse être considéré comme une preuve de la théorie.

� Cf. note � NOTEREF _Ref296307084 �116� en bas de la page � PAGEREF _Ref296307086 �87�.

� J'appelle autocorrélation négative l'opposé de l'autocorrélation.

� Cf. en appendice A des détails sur les données, leur filtration, et les problèmes posés par l'extraction de séries  de prix "également espacés " dans le temps.

� Corrélation de la différence de prix avec la différence de prix suivante dans la série.

� Une échelle de temps de 6 mn a été choisie parce que la kurtosis y est maximale et que le processus de prix y est donc particulièrement différent d'une marche au hasard.

� Quoiqu'il ne semple pas que la méthode utilisée ici ait un effet important sur le résultat: la plupart des sauts de prix compris entre 3 et 6 fois la standard déviation surviennent pendant des périodes de grande activité.

� Cf. � REF _Ref296738649 \* MERGEFORMAT �Mann, Charles C.� [� REF _Ref296738650 \n �1.3.3�].

� Les coûts de transaction peuvent être modélisés en tant que tels dans cette approche, mais je laisse cela pour une étape ultérieure.

La valeur moyenne de la microvolatilité (environ 3 ticks) est beaucoup plus petite que les coûts de transaction directs (que j'ai supposé être de 10 ticks).  Quoique l'existence de la microvolatilité puisse être expliquée par les coûts de transaction, sa variabilité ne peut pas l'être complètement.

� Au même titre par exemple que le calcul stochastique est utilisé ailleurs en finance.

� Cf. note � NOTEREF _Ref316453225 �41� en bas de la page � PAGEREF _Ref316453226 �20�.

� Je qualifierais par exemple d'approches de type "force" � REF _Ref286634783 \* MERGEFORMAT �Biais, Bruno, Bossaerts, Peter� [� REF _Ref286634783 \n �4.2�] et � REF _Ref286634793 \* MERGEFORMAT �Topol, Richard� [� REF _Ref286634793 \n �4.7�]. 

� C'est-à-dire que tout système de n équations à n inconnues est en général équivalent à la maximisation d'une certaine fonction de ces n inconnues, et vice versa.

� Ou tout autre postulat.

� Un tel accroissement de l'instabilité du marché avant les sauts de prix liés à des transitions de phase est également prédit, sous une forme ou sous une autre, par la plupart des autres modèles de marché qui utilisent les outils de la mécanique statistique.

� Cf. � REF _Ref305223322 \* MERGEFORMAT �Goodhart, Charles A.E., Ito, Takatoshi� [� REF _Ref305223330 \n �5.12�].







J.Friggit - � DATE  \l �02/24/95�  � TIME �16:53�



� PAGE �9�



J.Friggit - � DATE  \l �02/24/95�  � TIME �16:53�







J.Friggit - � DATE  \l �02/24/95�  � TIME �16:53�



J.Friggit - � DATE  \l �02/24/95�  � TIME �16:53�



Biblio-� PAGE �10�





Sélection



Normalisation



Aléa



Sélection



Normalisation



Aléa








